
ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΕΛΑΧΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗΣΕΛΑΧΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗΣ

Ελαχιστοποίηση κόστους διατροφής

Η επιχείρηση ζωοτροφών ΒΙΟΤΡΟΦΕΣ εξασφάλισε µια ειδική παραγγελία από έναν 
πελάτη της για την παρασκευή 1.000 κιλών ζωοτροφής, η οποία θα πρέπει να περιέχει 
τουλάχιστον 30% πρωτεΐνες και 40% υδατάνθρακες. Για την παραγωγή της 
συγκεκριµένης παρτίδας, ο υπεύθυνος παραγωγής της εταιρείας ΒΙΟΤΡΟΦΕΣ 
αποφάσισε να αναµείξει µια εισαγόµενη πλούσια σε θρεπτικά υλικά τροφή, µε 
ιχθυάλευρο και δηµητριακά, ώστε να µειώσει το κόστος, ικανοποιώντας όµως τις 
ελάχιστες διαιτητικές απαιτήσεις του πελάτη οε περιεκτικότητα πρωτεϊνών και 
υδατανθράκων.
Η εισαγόµενη τροφή έχει περιεκτικότητα 40% σε πρωτεΐνες και 40% σε υδατάνθρακες, 
και κοστίζει 1 ευρώ το κιλό. Το ιχθυάλευρο έχει περιεκτικότητα 25% πρωτεΐνες και 20% 
υδατάνθρακες και κοστίζει 0,7 ευρώ το κιλό, ενώ τα δηµητριακά µε περιεκτικότητα 20% 
και 40%, αντίστοιχα σε πρωτεΐνες και υδατάνθρακες έχουν κόστος 0,8 ευρώ το κιλό.

Το ζητούµενο είναι να προσδιορισθούν οι ποσότητες που θα πρέπει να αναµείξει ο 
υπεύθυνος παραγωγής ώστε να επιτύχει το µικρότερο δυνατό κόστος, ικανοποιώντας 
ταυτόχρονα τις ελάχιστες απαιτήσεις του πελάτη σε θρεπτικά υλικά.



Το παραπάνω πρόβληµα µπορεί να διατυπωθεί ως πρόβληµα Γραµµικού 
Προγραµµατισµού ως εξής:

Μεταβλητές του Προβλήµατος:
•Ο υπεύθυνος παραγωγής πρέπει να προσδιορίσει τις ποσότητες από κάθε υλικό που 
θα πρέπει να αναµείξει

•Ορίζουµε τις µεταβλητές: 

•Χ1 = Ποσότητα (σε χιλιόγραµµα) Εισαγόµενης Τροφής
•Χ2 = Ποσότητα (σε χιλιόγραµµα) Ιχθυάλευρου 
•Χ3 = Ποσότητα (σε χιλιόγραµµα) ∆ηµητριακών



�Στόχος του υπευθύνου παραγωγής είναι η ελαχιστοποίηση του κόστους 
παραγωγής των 1000 κιλών ζωοτροφής

•Με βάση τις τιµές ανά κιλό των ποσοτήτων Χ1, Χ2 και Χ3

• το συνολικό κόστος των 1000 κιλών της τροφής είναι 1Χ1 + 0,7X2 + 0,8X3

•Η αντικειµενική συνάρτηση διατυπώνεται ως:

Ελαχιστοποίηση Κόστους: 1Χ1 + 0,7X2 + 0,8X3

Αντικειµενική Συνάρτηση

Περιορισµοί

•Η συνολική ποσότητα ζωοτροφής που θα παρασκευαστεί πρέπει να είναι 1000 κιλά

Εποµένως:
•Συνολική ποσότητα παραγωγής: Χ1 + Χ2 + Χ3 = 1000

•Η συνολική ποσότητα πρωτεϊνών που θα περιέχεται στη ζωοτροφή πρέπει να αποτελεί 
τουλάχιστον το 30% της συνολικής ποσότητας της τροφής

•Αφού θα παραχθούν ακριβώς 1000 κιλά ζωοτροφής, η ποσότητα των πρωτεϊνών θα 

πρέπει να είναι τουλάχιστον 300 κιλά



•Κάθε κιλό εισαγοµένης τροφής περιέχει 40% πρωτεΐνες, εποµένως τα Χ1 κιλά 

που θα χρησιµοποιηθούν περιέχουν 0,40Χ1 κιλά πρωτεϊνών

• αν λάβουµε υπόψη τις αντίστοιχες περιεκτικότητες σε πρωτεΐνες του 

ιχθυάλευρου και των δηµητριακών από τον πίνακα, έχουµε:

•πρωτεΐνες σε Χ2 κιλά ιχθυάλευρου = 0,25X2

•πρωτεΐνες σε Χ3 κιλά δηµητριακών = 0,20X3

•Εποµένως, η συνολική ποσότητα πρωτεϊνών που θα περιέχεται στο 

µείγµα θα είναι 0,40Χ1 + 0,25X2 + 0,20Χ3 κιλά

•Η µαθηµατική διατύπωση του περιορισµού είναι:

Περιεκτικότητα σε Πρωτεΐνες (Kgr):  0,40Χ1 + 0,25Χ2 + 0,20Χ3 ≥ 300

Περιεκτικότητα σε Υδατάνθρακες (Kgr): 0,40Χ1 + 0,20Χ2 + 0,40Χ3 ≥ 400

Περιορισµοί



Το µαθηµατικό µοντέλο ΓΠ του προβλήµατος 



�Οι περιορισµοί του προβλήµατος ΒΙΟΤΡΟΦΕΣ είναι διαφορετικού τύπου από τους 

αντίστοιχους του παραδείγµατος της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ

• o πρώτος περιορισµός είναι περιορισµός ισότητας

• οι δύο τελευταίοι περιορισµοί είναι τύπου πλεονασµού ≥  (µεγαλύτερου ή ίσου), 

θέτουν δηλαδή ένα ελάχιστο όριο που πρέπει να ικανοποιεί η λύση του 

προβλήµατος

Μεταβλητές πλεονασµού σε περιορισµούς τύπου ≥

Το δεξιό µέλος των περιορισµών

Αλγεβρικά κάθε περιορισµός τύπου ≥ µπορεί να µετατραπεί σε περιορισµό τύπου 

≤ πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της ανισότητας µε -1. Η µετατροπή αυτή 

δεν είναι δυνατό να γίνει στην εφαρµογή της µεθόδου Simplex.

Η εφαρµογή τhς µεθόδου Simplex απαιτεί να υπάρχουν θετικές ποσότητες στο 

δεξιό µέλος κάθε περιορισµού (οι τιµές των δεξιών µελών των περιορισµών 

δίνουν τη λύση στον αρχικό πίνακα Simplex, και ότι οι εφικτές λύσεις είναι µη 

αρνητικές)



�Ας θεωρήσουµε τον περιορισµό των πρωτεϊνών

•Η ποσότητα πρωτεϊνών που θα περιέχεται στο µείγµα θα είναι είτε ακριβώς 300 κιλά ή 

περισσότερη

•Έστω S2 η ποσότητα πρωτεϊνών που υπερβαίνει το ελάχιστο όριο των 300 κιλών 
(πλεονάζουσα ποσότητα)

•Αν η ποσότητα αυτή αφαιρεθεί από το αριστερό µέλος της ανισότητας, τότε θα 

έχουµε ακριβώς 300 κιλά πρωτεϊνών

Όπως συνέβη και µε τον ορισµό µεταβλητών περιθωρίου στις ανισότητες τύπου ≤ που 

προστίθενται στο αριστερό µέλος της ανισότητας, για περιορισµούς ανισοτήτων τύπου ≥
ορίζουµε µεταβλητές πλεονασµού οι οποίες αφαιρούνται από το αριστερό µέλος της 

ανισότητας για να µετατραπεί αυτή σε ισότητα

•Με τη χρήση της µεταβλητής πλεονασµού, η δεύτερη ανισότητα µετατρέπεται σε:

0,40Χ1 + 0,25Χ2 + 0,20Χ3 - S2 = 300



�Η έννοια της µεταβλητής πλεονασµού είναι αντίστοιχη µε αυτή που 
εξηγήθηκε στους περιορισµούς τύπου ≤

•αν η τιµή της S2 είναι µηδενική, τότε η ποσότητα πρωτεϊνών είναι αυτή 
που ορίζεται από τον περιορισµό, δηλαδή η ελάχιστη επιτρεπόµενη

•αν αντίθετα είναι θετική, τότε στο συνολικό µείγµα της τροφής υπάρχει 
πλεόνασµα πρωτεϊνών, δηλαδή ποσότητα µεγαλύτερη από τα 300 κιλά 
όπως ορίζεται από τις ελάχιστες διατροφικές απαιτήσεις που πρέπει να 
ικανοποιούνται

•αν συµβολίσουµε µε S3 την πλεονάζουσα ποσότητα υδατανθράκων που 
µπορεί να περιέχεται στα 1000 κιλά της τροφής (πάνω από το ελάχιστο 
όριο των 400 κιλών), ο τρίτος περιορισµός του προβλήµατος 
διαµορφώνεται σε:

0,40Χ1 + 0,20Χ2 + 0,40Χ3 - S3 = 400

Η έννοια της µεταβλητής πλεονασµού



Η διατύπωση του προβλήµατος ΒΙΟΤΡΟΦΕΣ σε κανονική 
µορφή ΓΠ, µε τη χρήση των µεταβλητών πλεονασµού

�Σε περιορισµούς του τύπου -µεγαλύτερο ή ίσο- οι µεταβλητές πλεονασµού εκφράζουν 
τις ποσότητες που είναι πέραν των ελάχιστων απαιτήσεων των περιορισµών



Η µεθοδολογία της µεθόδου Simplex που αναπτύξαµε στις προηγούµενες ενότητες, 
βασίζεται σε µια επαναληπτική µέθοδο αναζήτησης τής βέλτιστης λύσης

Ως αρχική λύση εκκίνησης της µεθόδου Simplex θεωρήσαµε την απλούστερη λύση 
που προέκυπτε όταν θέτουµε όλες τις αρχικές µεταβλητές του προβλήµατος (Χ1, 
Χ2, Χ3) ίσες µε µηδέν

•Αν και σε αυτό το πρόβληµα ακολουθηθεί η ίδια προσέγγιση και θέσουµε Χ1 =0, 
Χ2 = 0 και Χ3 = 0, διαπιστώνουµε ότι υπάρχουν τεχνικά προβλήµατα
•Καταρχήν ο πρώτος περιορισµός είναι αδύνατος διότι προκύπτει το αποτέλεσµα 0 
= 1000
Αυτό συµβαίνει διότι ο πρώτος περιορισµός στην αρχική του µορφή ήταν ένας 
περιορισµός ισότητας και εποµένως, δεν χρησιµοποιήθηκε µεταβλητή περιθωρίου 
ή µεταβλητή πλεονασµού.

Στους δύο επόµενους περιορισµούς προκύπτουν οι λύσεις S2 = -300 και S3 = -400, 
οι οποίες δεν είναι αποδεκτές διότι έχουν αρνητικές τιµές

Τεχνητές (µη πραγµατικές) Μεταβλητές



�Για να ξεπερασθεί το πρόβληµα αυτό και να µπορέσουµε να έχουµε µία 

αρχική εφικτή λύση για τη µέθοδο Simplex, ώστε να ακολουθηθεί η 

διαδικασία µε τον τρόπο που εφαρµόστηκε στα προβλήµατα όπου όλοι οι 

περιορισµοί ήταν του τύπου ≤, κάνουµε το εξής τέχνασµα:

�Για κάθε περιορισµό ο οποίος είναι είτε ισότητα είτε ανισότητα τύπου ≥, 

εισάγουµε µία τεχνητή µεταβλητή

�π.χ, ο πρώτος περιορισµός µε την εισαγωγή µιας τεχνητής 

µεταβλητής θα γραφτεί ως εξής: Χ1+Χ2 +Χ3 + Α1 =1000

•Η Α1 είναι µια τεχνητή µεταβλητή 

•Τι σηµαίνει αυτό; ∆εν υπάρχει φυσική ερµηνεία της µεταβλητής αυτής όπως 

υπάρχει για τις αρχικές µεταβλητές Χ1, Χ2, Χ3 και για τις µεταβλητές 

πλεονασµού S2 και S3



•∆εύτερον, εφόσον η Α1 δεν αντιπροσωπεύει καµία φυσική ποσότητα, η 

τιµή της θα πρέπει τελικά να είναι 0

• Πώς µπορεί να υποχρεώσουµε την Α1 να λάβει την τιµή µηδέν µέσα 

από τη διαδικασία Simplex; 

•αν θεωρήσουµε ότι το αντίστοιχο κόστος της µεταβλητής Α1 είναι 

πάρα πολύ µεγάλο, και εποµένως εφόσον στόχος είναι η 

ελαχιστοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης, η διαδικασία 

Simplex θα οδηγήσει από µόνη της την τιµή της Α1 στο µηδέν. 

•συµβολικά θα θεωρήσουµε ότι το κόστος κάθε µονάδος της 

τεχνητής µεταβλητής Α1, όπως και κάθε τεχνητής µεταβλητής, είναι 

ίσο µε Μ (όπου Μ ένας "πολύ µεγάλος" αριθµός)



Το πρόβληµα ΒΙΟΤΡΟΦΕΣ σε κανονική µορφή ΓΠ µετά την 
εισαγωγή των τεχνητών µεταβλητών στους περιορισµούς του 

προβλήµατος και στην αντικειµενική συνάρτηση

Ο πρώτος πίνακας Simplex για το πρόβληµα αυτό είναι ο Πίνακας Ε.1

•οι βασικές µεταβλητές στον αρχικό πίνακα Simplex είναι οι τεχνητές µεταβλητές. 

•οι τιµές όλων των άλλων µεταβλητών στον αρχικό πίνακα είναι µηδέν



Πίνακας Ε.1

•Η λύση που αντιστοιχεί στον πρώτο αυτό πίνακα είναι Α1=1000, 
Α2=300 και Α3=400

•Το κόστος αυτής της λύσης είναι 1700Μ.



•Η σειρά Ζj δηλώνει τη µείωση της τιµής της αντικειµενικής συνάρτησης όταν 
µία µη βασική µεταβλητή αυξηθεί κατά µία µονάδα

π.χ στήλη Χ1:
• Αν η τιµή της Χ1 αυξηθεί κατά µία µονάδα, οι τιµές των Α1, Α2 και Α3 θα µειωθούν κατά 
1, 0,4 και 0,4 µονάδες αντίστοιχα
• Επειδή οι συντελεστές κόστους των Α1, Α2 και Α3 έχουν όλοι την τιµή Μ, η συνολική 
µείωση κόστους όταν η Χ1 αυξηθεί κατά 1 µονάδα είναι 1Μ+0,4Μ+0,4Μ = 1,8Μ, όπως 
παρατηρούµε στη σειρά Ζj για τη µεταβλητή Χ1.

•Εποµένως, στη σειρά Cj - Ζj η τιµή της Χ1 µεταβλητής θα είναι η διαφορά της τιµής της 
C1(1) µείον την τιµή της Ζ1 (1,8Μ)

• Αν η Χ1 αυξηθεί κατά µία µονάδα, τότε το κόστος θα αυξηθεί κατά 1 - 1,8Μ. 

•Επειδή ο Μ είναι ένας πολύ µεγάλος αριθµός η ποσότητα 1 - 1,8Μ είναι αρνητικός 
αριθµός, το οποίο σηµαίνει ότι αύξηση της Χ1 κατά 1 µονάδα θα έχει ως αποτέλεσµα τη 
µείωση του κόστους
•
•Το ίδιο συµβαίνει και µε τις τιµές των µεταβλητών Χ2 και Χ3 στη σειρά Cj - Ζj

•(βλέπε Πίνακα Ε.1). Μεταξύ όλων αυτών των αρνητικών τιµών η µικρότερη είναι αυτή 
που έχει το µικρότερο αρνητικό συντελεστή του Μ, δηλαδή η τιµή που αντιστοιχεί στην 
Χ1



�Η επιλογή της µεταβλητής που θα συµπεριληφθεί στη βάση στα προβλήµατα 
ελαχιστοποίησα γίνεται µε παρόµοιο τρόπο

�Από τη σειρά Cj - Ζj επιλέγουµε τη µεταβλητή εκείνη µε τη µικρότερη (αρνητική 
τιµή Cj - Ζj )

�Η επιλογή αυτής της µεταβλητής θα έχει σαν αποτέλεσµα τη µεγαλύτερη µείωση 
του κόστους της αντικειµενικής συνάρτησης

�Στον αρχικό πίνακα Simplex (ΠίνακαςE.1) η µεταβλητή µε το µικρότερη τιµή στη 
σειρά Cj - Ζj είναι η Χ1, διότι έχει το µικρότερο αρνητικό συντελεστή του Μ.

Η επιλογή της βασικής µεταβλητής που θα αντικατασταθεί από τη Χ1
πραγµατοποιείται µε τους κανόνες του βήµατος 3 της µεθόδου Simplex, όπως και 
στο παράδειγµα της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ

�Επιλέγεται, δηλαδή, η µεταβλητή µε το µικρότερο πηλίκο τιµών της στήλης Β1
προς τις τιµές της οδηγού στήλης (στην προκειµένη περίπτωση της Χ1)

�Στο συγκεκριµένο παράδειγµα η µεταβλητή που αντικαθίσταται είναι η Α2

Επιλογή της µεταβλητής που θα συµπεριληφθεί στη 
βάση



Ο νέος πίνακας Simplex που προκύπτει µετά την 
αντικατάσταση

�Επειδή η τεχνητή µεταβλητή Α2 δεν συµπεριλαµβάνεται στη βάση µετά την 
αντικατάσταση της µε τη Χ1, και δεν υπάρχει περίπτωση να επανέλθει λόγω του µεγάλου 
συντελεστή κόστους (Μ), δεν είναι ανάγκη να συνεχίσουµε µε τους υπολογισµούς των 
τιµών για τη στήλη της Α2, ή για οποιαδήποτε άλλη στήλη τεχνητής µεταβλητής που δεν 
περιλαµβάνεται στις βασικές µεταβλητές

Πίνακας Ε.2



•Στο δεύτερο πίνακα Simplex E.2 παρατηρούµε ότι οι µεταβλητές Χ2, Χ3 και S2, 
έχουν αρνητικές τιµές στη σειρά Cj - Ζj και επιλέγουµε τη µεταβλητή S2 διότι έχει 
το µικρότερο αρνητικό συντελεστή του Μ
•Η µεταβλητή S2 θα αντικαταστήσει την Α3. 
•Ο πίνακας που προκύπτει είναι ο τρίτος πίνακας Simplex (πίνακας Ε.3).

Επιλογή της βασικής µεταβλητής που "φεύγει" από τη βάση
•Οι βασικές µεταβλητές µε αρνητική τιµή στην οδηγό στήλη δεν λαµβάνονται υπ' όψη 
στη επιλογή της βασικής µεταβλητής που θα αντικατασταθεί
•Έτσι στον πίνακα Ε.2 δεν υπολογίζεται το πηλίκο της δεύτερης σειράς (µεταβλητή Χ1), 
διότι η αντίστοιχη τιµή στην οδηγό στήλη είναι -2,5. Η εξήγηση για τον παραπάνω 
κανόνα προκύπτει από την ερµηνεία των συντελεστών µετατροπής
•Εφόσον η τιµή της οδηγού στήλης (συντελεστής µετατροπής) είναι αρνητική, κάθε 
αύξηση στη µεταβλητή που επιλέχθηκε για να γίνει βασική (S2 στον πίνακα Ε.2) αυξάνει 
επίσης και την τιµή της βασικής µεταβλητής (Χ1). Εποµένως, δεν τίθεται θέµα άνω ορίου 
στην τιµή που µπορεί να πάρει η µεταβλητή που εισέρχεται στη βάση
•Αν δύο ή περισσότερα πηλίκα τιµών είναι ίσα, τότε επιλέγεται µία από τις αντίστοιχες 
µεταβλητές αυθαίρετα
•Στον πίνακα Ε.2 τα πηλίκα που αντιστοιχούν στις µεταβλητές Α1 και Α3 είναι ίσα και 
επιλεγούµε αυθαίρετα την Α3 για να φύγει από τη βάση
•Σε αυτή την περίπτωση, οι τιµές των άλλων βασικών µεταβλητών µε τα ίδια πηλίκα 
στον επόµενο πίνακα Simplex θα είναι µηδενικές (βλέπε τιµή της Α1 στον πίνακα E.3)



(Πίνακας Ε.3) 3ος Πίνακας Simplex

•Στον τρίτο πίνακα Simplex E.3 παρατηρούµε ότι δύο µεταβλητές, οι Χ3 και S3, έχουν 
αρνητικές τιµές στη σειρά Cj – Ζj

• Επιλέγουµε τη µεταβλητή S3 διότι έχει το µικρότερο αρνητικό συντελεστή του Μ

•Στην οδηγό στήλη υπάρχει µόνο ένα θετικό στοιχείο αυτό της Α1. 

•Εποµένως, η µεταβλητή S3 θα αντικαταστήσει την Α1

•Ο πίνακας που προκύπτει είναι ο τέταρτος πίνακας Simplex (πίνακας E.4)



(Πίνακας Ε.4) 4ος πίνακας Simplex

•Στον τέταρτο πίνακα Simplex δεν υπάρχουν πλέον τεχνητές µεταβλητές

•Οι αρνητικές τιµές στη σειρά Cj – Ζj δηλώνουν ότι η τρέχουσα λύση δεν είναι βέλτιστη

•Σύµφωνα µε τους κανόνες αντικατάστασης βασικών µε µη βασικές µεταβλητές, η 
µεταβλητή Χ2 είναι αυτή που εισέρχεται στη βάση στη θέση της S3

(Πίνακας Ε.5) 5ος πίνακας Simplex



•Στον πέµπτο πίνακα Simplex υπάρχει µία αρνητική τιµή στη σειρά Cj – Ζj
αυτή που αντιστοιχεί στη µεταβλητή Χ3. 

•Έτσι η µεταβλητή Χ3 εισέρχεται στη βάση και αντικαθιστά τη µεταβλητή S2, 
όπως φαίνεται στον πίνακα Ε.5

• Ο  έκτος και τελικός πίνακας Simplex της ΒΙΟΤΡΟΦΕΣ δίνεται στον πίνακα 
Ε.6 

Πίνακας Ε.6 





�Σε µερικές περιπτώσεις, ένα πρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού 
είναι δυνατό να µην έχει εφικτές λύσεις, δηλαδή το πρόβληµα να είναι 
αδύνατο να επιλυθεί

�Η αδυναµία επίλυσης ενός προβλήµατος ΓΠ µπορεί να οφείλεται σε 
δύο λόγους:

�Πρώτο, διότι όντως µπορεί να µην υπάρχει εφικτή λύση στο πρόβληµα 
που να ικανοποιεί όλους τους περιορισµούς. ∆ηλαδή οι απαιτήσει που 
διατυπώνονται µέσω των περιορισµών είναι αντικρουόµενες και δεν 
µπορούν να ικανοποιούνται όλες ταυτόχρονα. Σε αυτή την περίπτωση

εξετάζουµε τη δυνατότητα "χαλάρωσης" κάποιων περιορισµών, εφόσον 
βέβαια αυτό είναι δυνατόν

� Ένας δεύτερος λόγος που µπορεί να οδηγήσει σε πρόβληµα  
Γραµµικού Προγραµµατισµού που να µην έχει λύση, είναι η λανθασµένη 
διατύπωση είτε των περιορισµών του προβλήµατος είτε των δεδοµένων 
του

Προβλήµατα µε Μη Εφικτές Λύσεις



Ας θεωρήσουµε το παράδειγµα της επιχείρησης ζωοτροφών ΒΙΟΤΡΟΦΕΣ 
της προηγούµενης ενότητας, και ας υποθέσουµε ότι οι απαιτήσεις του 
πελάτη για πρωτεΐνες και υδατάνθρακες στο παραγόµενο µείγµα ήταν 30% 
και 50% αντίστοιχα.

Αν θυµηθούµε τα δεδοµένα του προβλήµατος:

τα τρία συστατικά που επρόκειτο να αναµειχθούν ήταν:
•εισαγόµενη τροφή µε περιεκτικότητα 40% σε πρωτεΐνες και 40% σε 
υδατάνθρακες

•ιχθυάλευρο µε περιεκτικότητα 25% πρωτεΐνες και 20% υδατάνθρακες 
•δηµητριακά µε περιεκτικότητα 20% και 40% αντίστοιχα σε πρωτεΐνες και 
υδατάνθρακες.

Είναι προφανές ότι µε οποιοδήποτε τρόπο και σε οποιαδήποτε αναλογία 
αναµειχθούν τα τρία αυτά συστατικά, το µείγµα δεν είναι δυνατό να έχει 
περιεκτικότητα 50% σε υδατάνθρακες, αφού όλα τα συστατικά έχουν 
αντίστοιχη περιεκτικότητα το πολύ 40%.

�Εποµένως, το ζητούµενο είναι αδύνατο

Παράδειγµα προβλήµατος ΓΠ µε µη εφικτές λύσεις



�Η διατύπωση του προβλήµατος της ΒΙΟΤΡΟΦΕΣ µε αυξηµένες 
απαιτήσεις σε περιεκτικότητα υδατανθράκων σε µοντέλο ΓΠ είναι ίδια 
µε αυτή που διατυπώθηκε στην προηγούµενη ενότητα, µε µόνη 
διαφορά την αύξηση της ποσότητας του δεξιού µέλους του 
περιορισµού των υδατανθράκων από 400 σε 500



Αφού προσθέσουµε τις µεταβλητές πλεονασµού και τις τεχνητές µεταβλητές 
ο πρώτος πίνακας Simplex για το πρόβληµα αυτό διαµορφώνεται 
ακολούθως:

Αρχικός πίνακας Simplex - µη εφικτές λύσεις

Στον αρχικό πίνακα Simplex η µεταβλητή µε τη µικρότερη τιµή στη σειρά Cj – Ζj είναι η 
Χ1, διότι έχει το µικρότερο αρνητικό συντελεστή του Μ

�Η βασική µεταβλητή που θα αντικατασταθεί από τη Χ1 είναι η Α2 και ο επόµενος 
πίνακας Simplex δίνεται στον επόµενο πίνακα (2ος πίνακας Simplex )



�(2ος πίνακας Simplex )

Στο δεύτερο πίνακα Simplex παρατηρούµε ότι οι µεταβλητές Χ2, Χ3 και S2, έχουν 

αρνητικές τιµές στη σειρά Cj – Ζj και επιλέγουµε τη µεταβλητή S2 για τη βάση, διότι έχει 

το µικρότερο αρνητικό συντελεστή του Μ

•Η µεταβλητή που αντικαθίσταται από τη S2 είναι η Α3, διότι έχει το µικρότερο πηλίκο 
τιµών της Βi προς τις τιµές της οδηγού στήλης

•Ο πίνακας που προκύπτει είναι ο τρίτος πίνακας Simplex



•3ος πίνακας Simplex

Εκτελώντας ένα ακόµα βήµα του αλγορίθµου  Simplex µε αντικατάσταση της 
µεταβλητής S2 από τη Χ3 που είναι η µόνη µε αρνητικό συντελεστή στη σειρά      
Cj – Ζj (η ποσότητα -1+2Μ είναι θετική επειδή το Μ συµβολίζει έναν πολύ µεγάλο θετικό
αριθµό), παίρνουµε τον 4o πίνακα:



�Όπως παρατηρούµε στον 4ο πίνακα, όλα τα στοιχεία της σειράς Cj – Ζj είναι 

µη αρνητικά, εποµένως ο 4ος πίνακας ικανοποιεί τη συνθήκη βελτιστοποίησης της 

αντικειµενικήw συνάρτησης

�Η υποτιθέµενη όµως βέλτιστη λύση περιλαµβάνει και τεχνητές µεταβλητές, 

συγκεκριµένα την Α3, η οποία δεν έχει καµία φυσική ερµηνεία

Είναι η λύση που προέκυψε βέλτιστη;

�Η απάντηση είναι όχι

�Από µαθηµατικής πλευράς, τα βήµατα του αλγόριθµου Simplex έχουν ολοκληρωθεί

� Αν δούµε όµως προσεκτικά τη λύση που δίνει ο τέταρτος και τελικός πίνακας Simplex

θα διαπιστώσουµε ότι µία από τις τεχνητές µεταβλητές, η Α3 συγκεκριµένα, παραµένει 

στη βάση, και έχει τιµή 100

�Η συγκεκριµένη µεταβλητή, όπως και όλες οι τεχνητές µεταβλητές, έπρεπε να έχει τιµή 

µηδέν, διότι όπως έχουµε εξηγήσει, δεν έχει καµία φυσική ερµηνεία και έχει 

χρησιµοποιηθεί προσωρινά για να διευκολυνθεί η δηµιουργία του πρώτου πίνακα 

Simplex
∆ιαπίστωση Μη - Εφικτών Λύσεων

�Eφόσον υπάρχει µία τουλάχιστον τεχνητή µεταβλητή µε µη µηδενική τιµή στον τελικό 
πίνακα, ο αλγόριθµος Simplex κατέληξε σε µία τελική λϋση η οποία δεν είναι καν εφικτή



•Η βέλτιστη λύση σε ένα πρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού 

προσδιορίζεται από τις τιµές των βασικών µεταβλητών στον τελικό πίνακα 

Simplex

•Στα προβλήµατα που εξετάσαµε έως τώρα, ο τελικός πίνακας Simplex έδινε 

είτε µία και µοναδική βέλτιστη λύση ή καµία λύση 

•Υπάρχει όµως περίπτωση σε κάποια προβλήµατα ΓΠ να έχουµε περισσότερες 

από µία βέλτιστες λύσεις

•∆ηλαδή, µε διαφορετικές τιµές των µεταβλητών του προβλήµατος να 

έχουµε την ίδια βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης

Προβλήµατα µε Πολλαπλές Βέλτιστες Λύσεις



•Ας υποθέσουµε ότι το κέρδος της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ για τα τραπέζια και τις καρέκλες που 
κατασκευάζει είναι 140 και 105 ευρώ αντίστοιχα (αντί των αρχικών τιµών 140 και 100 
ευρώ)
•Ας υποθέσουµε επίσης, ότι οι συντελεστές παραγωγής παραµένουν ίδιοι σε όλα τα 
τµήµατα ξυλουργείου, Βαφείου και Στιλβωτηρίου

•Ο τελικός πίνακας Simplex του προβλήµατος της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ ήταν:

Παράδειγµα προβλήµατος ΓΠ µε πολλαπλές βέλτιστες λύσεις



�Η αλλαγή του συντελεστή κέρδους της µεταβλητής Χ2 από 100 σε 
105 θα οδηγήσει στις εξής αλλαγές στους υπολογισµούς της σειράς 
Ζj



•Σε κάθε πίνακα Simplex οι τιµές της σειράς Cj – Ζj που αντιστοιχούν στις βασικές 
µεταβλητές είναι πάντα µηδενικές

•Στο συγκεκριµένο τελικό πίνακα Simplex παρατηρούµε όµως ότι υπάρχουν και µη 
βασικές µεταβλητές, οι οποίες στη σειρά Cj – Ζj έχουν τιµή ίση µε µηδέν, όπως για 
παράδειγµα η µεταβλητή S2

•Οι τιµές της σειράς Cj – Ζj δηλώνουν την καθαρή µεταβολή στην τιµή της 
αντικειµενικής συνάρτησης όταν η συγκεκριµένη µεταβλητή αυξηθεί κατά µία µονάδα

•Αν η S2 αυξηθεί κατά µία µονάδα, η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης θα 
παραµείνει αµετάβλητη στα 14700

•∆ηλαδή θα έχουµε µια άλλη λύση που θα δίνει την ίδια βέλτιστη τιµή της 
αντικειµενικής συνάρτησης

•Εποµένως, θα µπορούσαµε να επιλέξουµε την S2 ως τη νέα βασική µεταβλητή στον 
πίνακα Simplex, χωρίς να µεταβληθεί η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης, η οποία 
θα παραµείνει στο βέλτιστο επίπεδο

•Σε αυτή την περίπτωση η µεταβλητή που θα αντικατασταθεί είναι η Sι, διότι έχει 
το µικρότερο πηλίκο τιµών της Βi προς την οδηγό στήλη

∆ιαπίστωση Μη-Μοναδικής Βέλτιστης Λύσης



προκύπτει ο πίνακας Simplex:

�Και αυτός και ο αµέσως προηγούµενος πίνακας αντιστοιχούν σε βέλτιστες λύσεις του 
προβλήµατος της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ µε συντελεστές κέρδους για τραπέζια και καρέκλες 140 
και 105 αντίστοιχα



Σύγκριση δύο βέλτιστων 
λύσεων



•Όταν ένα πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού έχει περισσότερες από µία 
βέλτιστες λύσεις, τότε έχει άπειρες βέλτιστες λύσεις

•Κάθε γραµµικός συνδυασµός των δύο ή περισσότερων λύσεων είναι επίσης 
βέλτιστη λύση

•Το σχήµα που ακολουθεί εξηγεί τι συµβαίνει στην περίπτωση που υπάρχουν 
δύο ή περισσότερα ακραία σηµεία µε την ίδια βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής 
συνάρτησης

• Η ευθεία της αντικειµενικής συνάρτησης είναι παράλληλη µε τον περιορισµό 
που ορίζεται από τα δύο βέλτιστα σηµεία (σηµεία Β και Γ στο σχήµα)

•κάθε σηµείο µεταξύ του σηµείου Β και του σηµείου Γ δίνει την ίδια τιµή (τη 
βέλτιστη) στην αντικειµενική συνάρτηση

Πολλαπλές Βέλτιστες Λύσεις



•Οι λύσεις που αντιστοιχούν στα σηµεία µεταξύ των ακραίων σηµείων Β και Γ 

υπολογίζονται ως γραµµικοί συνδυασµοί των δύο ακραίων σηµείων:
Τραπέζια: Χ1 = 90λ + 60(1-λ)   Καρέκλες: Χ2 = 20λ + 60(1-λ),     0< λ< 1

•Για παράδειγµα για λ=0,5, η λύση Χ1=75 (τραπέζια) και Χ2=40 (καρέκλες) δίνει την ίδια 

τιµή του βέλτιστου κέρδους, το ίδιο και η Χ1=66 και Χ2=52 (λ=0,2) κ.ο.κ.


