
Προσδιορισµός Βέλτιστης Λύσης στα 
Προβλήµατα Μεταφοράς

Η µέθοδος Stepping Stone

�H µέθοδος Stepping Stone είναι µία επαναληπτική διαδικασία για τον προσδιορισµό 
της βέλτιστης λύσης σε ένα πρόβληµα µεταφοράς.
�Ο αριθµός των διαδροµών στις βασικές εφικτές λύσεις του προβλήµατος είναι ίσος (ή 
µικρότερος) από το άθροισµα του αριθµού των "πηγών προέλευσης" συν τον αριθµό 
των "προορισµών" µειωµένο κατά 1

�Η βασική αρχή της µεθόδου είναι ότι ελέγχει την πιθανή µείωση του κόστους µιας 
συγκεκριµένης λύσης από τη χρήση διαδροµών που δεν έχουν επιλεγεί στην 
τρέχουσα λύση.
Θεωρούµε, για παράδειγµα, την αρχική λύση που προέκυψε από τη µέθοδο της Β∆ 
Γωνίας.

Έλεγχος λύσης µε τη µέθοδο Stepping Stone



•Σε κάθε βήµα της µεθόδου Stepping Stone , εξετάζεται η δυνατότητα εύρεσης µιας 
καλύτερης λύσης µε αλλαγή µίας εκ των διαδροµών που χρησιµοποιούνται µε µία από 
αυτές που δεν χρησιµοποιούνται

•Το ερώτηµα που τίθεται είναι το εξής:
Αν χρησιµοποιηθεί µια διαδροµή που δεν συµπεριλαµβάνεται στη τρέχουσα λύση (όπως 
η διαδροµή Πάτρα-Αθήνα ή κάποια άλλη), ποια θα είναι η επίπτωση στο συνολικό 
κόστος µεταφοράς;



•Ο υπολογισµός της επίπτωσης στο συνολικό κόστος µεταφοράς για κάθε 
διαδροµή που δεν συµπεριλαµβάνεται στη τρέχουσα λύση, γίνεται µε τα εξής 
βήµατα:

Υπολογισµός οριακών αλλαγών στο κόστος µεταφοράς

1. Επιλέγουµε µια διαδροµή που δεν συµπεριλαµβάνεται στην τρέχουσα λύση
2. Ξεκινώντας από το κελί τη5 διαδροµής που επιλέχθηκε, δηµιουργούµε έναν κλειστό 

βρόγχο, ο οποίος διέρχεται από διαδροµές που ήδη χρησιµοποιούνται, ακολουθεί 
είτε οριζόντια ή κάθετη πορεία και επιστρέφει στο ίδιο κελί

3.  Ξεκινώντας µε το σηµείο + στο κελί της διαδροµής που επιλέξαµε, τοποθετούµε 
εναλλάξ τα σηµεία - και + σε κάθε γωνία του βρόγχου. Ο αριθµός των + σε κάθε 
σειρά και σε κάθε στήλη του πίνακα πρέπει να είναι ίσος µε τον αντίστοιχο αριθµό 
των -

4. Υπολογίζουµε την οριακή µεταβολή του κόστους στη συγκεκριµένη διαδροµή, 
προσθέτονται το κόστος όλων των διαδροµών στις οποίες έχει τοποθετηθεί το σηµείο 
+, και αφαιρώντας το κόστος όλων των διαδροµών στις οποίες έχει τοποθετηθεί το 
σηµείο -

5. Επαναλαµβάνουµε τα βήµατα 1 έως 4 για όλες τις διαδροµές που δεν 
συµπεριλαµβάνονται στη λύση, ώστε για καθεµία από αυτές να υπολογίσουµε την 
οριακή αλλαγή του κόστους, εφόσον συµπεριληφθούν στη λύση. Αν για όλες τις 
διαδροµές η οριακή αλλαγή του κόστους είναι θετική (αύξηση κόστους), τότε η 
τρέχουσα λύση είναι η βέλτιστη



Stepping Stone: 1 η επανάληψη

•Οι έξι µη χρησιµοποιούµενες διαδροµές είναι: Πάτρα-Αθήνα, Πάτρα-Ηράκλειο, 
Βόλος-Ιωάννινα, Βόλος Ηράκλειο, Θεσσαλονίκη-Ιωάννινα και Θεσσαλονίκη-
Λάρισα

•Θεωρούµε την πρώτη µη επιλεχθείσα διαδροµή, Πάτρα-Αθήνα

•Ξεκινώντας από το κελί της διαδροµής αυτής, µπορούµε εύκολα να χαράξουµε 
έναν κλειστό βρόγχο που να διέρχεται από επιλεγείσες διαδροµές ως εξής: 
Πάτρα-Αθήνα -► Βόλος-Αθήνα -► Βόλος-Λάρισα -► Πάτρα-Λάρισα



•Ποιο είναι το νόηµα του κλειστού βρόγχου και της τοποθέτησης των 
σηµείων + και - στις γωνίες του βρόγχου;

•Καταρχήν πρέπει να θυµηθούµε ότι θέλουµε να ελέγξουµε τη µεταβολή που θα
προκύψει στο κόστος µεταφοράς αν χρησιµοποιηθεί η διαδροµή Πάτρα-Αθήνα αντί µιας 
άλλης από αυτές που έχουν ήδη επιλεγεί.
•Εποµένως, αν εκχωρήσουµε φορτίο 1 µονάδος στη διαδροµή Πάτρα-Αθήνα, θα πρέπει 
αυτό να αφαιρεθεί από κάποια άλλη διαδροµή που έχει σαν προορισµό την Αθήνα έτσι 
ώστε το συνολικό φορτίο που θα µεταφερθεί στην Αθήνα να παραµείνει στα 400 
τεµάχια, όσο η συνολική ζήτηση
•Οι δύο άλλες διαδροµές µε προορισµό την Αθήνα είναι οι Βόλος-Αθήνα και 
Θεσσαλονίκη-Αθήνα
•Επιλέγουµε τη διαδροµή Βόλος-Αθήνα και τοποθετούµε το σηµείο - σε αυτή τη 
διαδροµή (εάν επιλέξουµε τη διαδροµή Θεσσαλονίκη-Αθήνα θα φθάναµε σε αδιέξοδο, 
όπως θα εξηγήσουµε στη συνέχεια)
•Εφόσον όµως θα µειώσουµε το φορτίο στη διαδροµή Βόλος-Αθήνα, θα πρέπει να 
αυξήσουµε αντίστοιχα το φορτίο στη διαδροµή Βόλος-Λάρισα, έτσι ώστε να µην 
µεταβληθεί η µεταφερόµενη από το Βόλο ποσότητα
•Τοποθετούµε το σηµείο + στη διαδροµή Βόλος-Λάρισα
•Αντίστοιχα, θα πρέπει να µειωθεί το αρχικά εκχωρηθέν φορτίο στη διαδροµή Πάτρα-
Λάρισα, ώστε το συνολικό φορτίο µε προορισµό τη Λάρισα να παραµείνει το ίδιο
�Με αυτό τον τρόπο κλείνει ο βρόγχος και υπάρχει ισορροπία των + και - σε κάθε σειρά 
και σε κάθε στήλη του πίνακα



•Υπάρχει πάντα ένα κλειστός βρόχος που ξεκινά και καταλήγει σε 

ένα κελί που δεν έχει επιλεγεί περνώντας µόνο από κελιά που έχουν 

επιλεγεί

•Η επιλογή κελιών γίνεται µε τέτοιο τρόπο ώστε να είναι δυνατή 

πάντα η αντιστάθµιση των + και - σε κάθε γραµµή και κάθε στήλη

• Αν για παράδειγµα, επιλέγαµε το κελί Θεσσαλονίκη-Αθήνα αντί του 

Βόλος-Αθήνα για να τοποθετήσουµε το σηµείο -, τότε αναγκαστικά 

θα επιλέγαµε το κελί Θεσσαλονίκη - Ηράκλειο για να τοποθετήσουµε 

το σηµείο +

• Στο σηµείο αυτό φτάνουµε σε αδιέξοδο, διότι στην τελευταία στήλη 

δεν υπάρχει άλλο κελί που έχει ήδη επιλεγεί στην τρέχουσα λύση 

για να τοποθετηθεί το - ώστε να αντισταθµιστούν όλα τα + µε –

�Εποµένως, η επιλογή του κελιού Βόλος-Αθήνα ήταν η 

µοναδική δυνατή

Τοποθέτηση των + / - στη µέθοδο Stepping Stone



Ο υπολογισµός της µεταβολής που προκύπτει στο κόστος από τη χρησιµοποίηση 
της διαδροµής Πάτρα-Λάρισα:
Αν µία µονάδα φορτίου µεταφερθεί στη διαδροµή Πάτρα-Λάρισα, τότε θα έχουµε 
σύµφωνα µε την προηγούµενη ανάλυση τις εξής αλλαγές φορτίων στις διαδροµές 
που χρησιµοποιούνται ήδη:

•Εποµένως, τυχόν επιλογή της διαδροµής Πάτρα-Αθήνα θα οδηγούσε σε οριακή µείωση 
του κόστους κατά 3 µονάδες για κάθε µονάδα µεταφερόµενα ποσότητας

•Η οριακή ανάλυση του κόστους πρέπει να εξεταστεί µε τον ίδιο τρόπο και για τις 
υπόλοιπες µη χρησιµοποιούµενες διαδροµές στην αρχική λύση της "Β∆ Γωνίας’’
•Τα αποτελέσµατα έχουν ως εξής:









�Τα βήµατα της επαναληπτικής µεθόδου Stepping Stone είναι αντίστοιχα 
µε τα βήµατα της µεθόδου Simplex
• Οι συντελεστές της οριακής µεταβολής του κόστους µεταφοράς για κάθε 
διαδροµή που δεν έχει χρησιµοποιηθεί στην τρέχουσα λύση, που 
υπολογίστηκαν παραπάνω, αντιστοιχούν στις τιµές της γραµµής Cj-Zj αν το 
πρόβληµα λυθεί µε τη µέθοδο Simplex
•Kαι η οικονοµική τους ερµηνεία είναι αντίστοιχη

Οι συντελεστές οριακής µεταβολής του κόστους στη µέθοδο 
Stepping Stone

•Με βάση τα παραπάνω αποτελέσµατα, οι επιλογές των διαδροµών Πάτρα-
Αθήνα ή Θεσσαλονίκη-Λάρισα µπορεί να οδηγήσουν σε µείωση του 
κόστους µεταφοράς

•Η τρέχουσα λύση επιδέχεται βελτίωση

•Από τις δύο διαδροµές που η χρήση τους µπορεί να µειώσει το συνολικό 
κόστος µεταφοράς, επιλέγουµε αυτή µε το µικρότερο αρνητικό συντελεστή, 
δηλαδή τη διαδροµή Πάτρα-Αθήνα, η επιλογή της οποίας θα επιφέρει τη 
µεγαλύτερη µείωση κόστους ανά µονάδα µεταφερόµενα ποσότητας



Καταλήξαµε στο ότι η επιλογή και χρησιµοποίηση τηw διαδροµής Πάτρα-Αθήνα 
θα οδηγήσει σε µείωση του κόστους και µάλιστα γνωρίζουµε ότι για κάθε µονάδα 
φορτίου που θα µεταφερθεί στη διαδροµή αυτή το κόστος θα µειωθεί κατά 3 
µονάδες

Τρία άλλα σηµεία τα οποία πρέπει να λάβουµε υπ' όψη είναι τα εξής:

1.   Ο αριθµός των διαδροµών που θα χρησιµοποιηθούν δεν πρέπει να ξεπερνά 
τις 6 (4+3-1), όπως εξηγήσαµε και προηγουµένως

Εποµένως, χρησιµοποιώντας τη διαδροµή Πάτρα-Αθήνα θα πρέπει να 
αποκλειστεί µια από τις ήδη χρησιµοποιούµενες διαδροµές
2.  Εφόσον το συνολικό κόστος µεταφοράς µειώνεται κατά 3 µονάδες για κάθε 
µονάδα φορτίου που θα εκχωρηθεί στη διαδροµή Πάτρα-Αθήνα, θα πρέπει να 
επιδιώξουµε την εκχώρηση όσο το δυνατόν µεγαλύτερης ποσότητας φορτίου στη 
διαδροµή αυτή
3.  Σύµφωνα µε τον κλειστό βρόγχο του πίνακα που χρησιµοποιήθηκε
προηγουµένως για τον υπολογισµό των οριακών µεταβολών του κόστους 
µεταφοράς για κάθε νέα-µη χρησιµοποιούµενη διαδροµή, κάθε ανάθεση φορτίου 
στη διαδροµή Πάτρα-Αθήνα, οδηγεί σε µεταβολές των µεταφερόµενων 
ποσοτήτων στις άλλες διαδροµές. Συγκεκριµένα για κάθε ποσότητα φορτίου που 
θα εκχωρηθεί στη διαδροµή Πάτρα-Αθήνα , η ίδια ποσότητα φορτίου θα 
αφαιρεθεί από τις διαδροµές Πάτρα-Λάρισα και Βόλος-Αθήνα (σηµείο -) ενώ 
αντίθετα το ίδιο φορτίο θα προστεθεί στη διαδροµή Βόλος-Λάρισα (σηµείο +).

Βελτίωση της Λύσης



•Το πρόβληµα εντοπίζεται στις διαδροµές από τις οποίες θα αφαιρεθεί φορτίο

•Από τη διαδροµή Πάτρα-Λάρισα η µεγαλύτερη ποσότητα φορτίου που µπορεί 
να αφαιρεθεί είναι 150 µονάδες, ενώ από τη διαδροµή Βόλος-Αθήνα µπορούν 
να αφαιρεθούν επίσης έως 150 µονάδες

•Εποµένως, η µεγαλύτερη ποσότητα που µπορεί να εκχωρηθεί στη νέα 
διαδροµή Πάτρα-Αθήνα είναι 150 µονάδες και οι αλλαγές στα φορτία των 
διαδροµών έχουν ως εξής:

Εκχώρηση φορτίου στη νέα διαδροµή





�Ο αλγεβρικός υπολογισµός του κόστους επαληθεύεται και από την οριακή µείωση του 
κόστους λόγω της επιλογής της διαδροµής Πάτρα-Αθήνα

•Είχαµε βρει ότι για κάθε µεταφερόµενη µονάδα το κόστος µειώνεται κατά 3 µονάδες, 
εποµένως η συνολική µείωση για εκχωρούµενο φορτίο 150 µονάδων είναι 450 µονάδες 
µικρότερο από το κόστος της προηγούµενα λύσης που ανέρχονταν σε 5900

Stepping Stone και Simplex
Η αντιστοιχία των βηµάτων της επαναληπτικής µεθόδου Stepping Stone και της µεθόδου Simplex
συνεχίζεται: 
•Σε κάθε βήµα η λύση βελτιώνεται µε την αλλαγή κάποιας εκ των χρησιµοποιούµενων διαδροµών µε 
µία από τις µη-χρησιµοποιούµενες
•Οι χρησιµοποιούµενες διαδροµές αντιστοιχούν στις βασικές µεταβλητές του πίνακα Simplex , ενώ οι 
µη-χρησιµοποιούµενες στις µη-βασικές
•Οι υπολογισµοί στη µέθοδο Stepping Stone είναι πιο απλοί, λόγω του ότι οι συντελεστές των 
µεταβλητών στους περιορισµούς (τεχνολογικοί συντελεστές) είναι όλοι είτε µοναδιαίοι είτε µηδενικοί



Stepping Stone: 2 η επανάληψη

•Η πρώτη επανάληψη της µεθόδου Stepping Stone έδωσε τη λύση της 
προηγούµενης παραγράφου

•Στη λύση αυτή χρησιµοποιούνται µόνο 5 διαδροµές, ενώ 7 διαδροµές
δεν χρησιµοποιούνται

•Στην περίπτωση που οι διαδροµές στη λύση είναι λιγότερες από m+n-1 (δηλαδή 6 στη 
συγκεκριµένη περίπτωση), µία από τις διαδροµές µε µηδενικό φορτίο, από αυτές 
που µηδενίστηκαν ταυτόχρονα σε κάποια συγκεκριµένη εκχώρηση, θεωρείται για την 
δηµιουργία των κλειστών βρόγχων ως διαδροµή που έχει επιλεγεί µε φορτίο 0
•Στην περίπτωση του παραδείγµατος µπορούµε να θεωρήσουµε τη διαδροµή Βόλος-
Αθήνα ως επιλεγείσα.

Η περίπτωση που χρησιµοποιούνται λιγότερες από m+n-1 διαδροµές

Εξετάζουµε τώρα τις οριακές µεταβολές του κόστους για τις διαδροµές που δεν 
έχουν επιλεγεί µε τον ίδιο τρόπο, όπως και στην πρώτη επανάληψη της µεθόδου 
Stepping Stone



•Οι κλειστοί βρόγχοι για κάθε διαδροµή φαίνονται στον παραπάνω πίνακα µεταφοράς

•Στα κελιά που αντιστοιχούν σε µη χρησιµοποιούµενες διαδροµές έχει τοποθετηθεί το 
σηµείο +

•Ακολουθώντας τον κάθε βρόγχο µπορούµε να τοποθετήσουµε εναλλάξ τα σηµεία - και 
+, ώστε σε κάθε περίπτωση να υπάρχει αντιστάθµιση των + και - σε κάθε γραµµή και 
στήλη



•Τα αποτελέσµατα µε τους υπολογισµούς της οριακής µεταβολής του 
συνολικού κόστους µεταφοράς έχουν ως εξής:



•Παρατηρούµε ότι η επιλογή της διαδροµής Θεσσαλονίκη-Λάρισα, όπως και 
της διαδροµής Θεσσαλονίκη-Ιωάννινα, θα µειώσει το συνολικό κόστος 
µεταφοράς κατά 1 µονάδα ανά µονάδα µεταφερόµενης ποσότητας
• Εφόσον η οριακή µεταβολή του κόστους είναι ίδια, επιλέγουµε µία εκ των 
δυο τυχαία, έστω τη διαδροµή Θεσσαλονίκη-Λάρισα
•Για να αποφασίσουµε ποια διαδροµή θα αντικατασταθεί από την προσθήκη 
της διαδροµής Θεσσαλονίκη-Λάρισα στις διαδροµές που θα 
χρησιµοποιηθούν, εξετάζουµε τις αντίστοιχες µεταβολές στον πίνακα του 
προβλήµατος µεταφοράς



•Το µέγιστο φορτίο που µπορεί να εκχωρηθεί στη διαδροµή Θεσσαλονίκη-
Λάρισα, περιορίζεται από τις διαδροµές µε πρόσηµο –

•Η µικρότερη τιµή στα κελιά µε το σηµείο - καθορίζει το φορτίο που θα 
εκχωρηθεί στη νέα διαδροµή που έχει επιλεγεί, στην προκειµένη περίπτωση τη 
διαδροµή Θεσσαλονίκη-Λάρισα

•Από τις δύο διαδροµές του πίνακα µε πρόσηµο -, τις Βόλος-Λάρισα και 
Θεσσαλονίκη-Αθήνα το µικρότερο φορτίο βρίσκεται στη δεύτερη

•Εποµένως, εκχωρούµε 250 µονάδες στη διαδροµή Θεσσαλονίκη-Λάρισα, το 
οποίο αφαιρείται από τις διαδροµές Βόλος-Λάρισα και Θεσσαλονίκη-Αθήνα, και 
προστίθεται στη διαδροµή Βόλος-Αθήνα

Ο νέος πίνακας 
µεταφοράς:



•Όπως και στο προηγούµενο βήµα, ο αλγεβρικός υπολογισµός του κόστους 
επαληθεύεται και από την οριακή µείωση του συνολικού κόστους λόγω της επιλογής 
της διαδροµής Θεσσαλονίκη-Λάρισα

•Εφόσον για κάθε µεταφερόµενη µονάδα στη διαδροµή αυτή, το συνολικό κόστος 
µειώνεται κατά 1 µονάδα, η συνολική µείωση για εκχωρούµενο φορτίο 250 µονάδων 
είναι 250 µονάδες, µειώνοντας το κόστος από 5.450 σε 5.200



Η λύση που προέκυψε µε το τέλος του 2ου επαναληπτικού βήµατος της
µεθόδου Stepping Stone , δίνεται στον πίνακα µεταφοράς που 
ακολουθεί:

Stepping Stone: 3 η επανάληψη

�Ο υπολογισµός των οριακών µεταβολών του κόστους για τις διαδροµές που δεν έχουν 
επιλεγεί γίνεται µε τον ίδιο τρόπο όπως και στις προηγούµενες επαναλήψείς της 
µεθόδου Stepping Stone . Οι κλειστοί βρόγχοι για κάθε διαδροµή δίνονται στον 
παρακάτω πίνακα µε φορά σύµφωνα µε την κίνηση των δεικτών του ρολογιού:



•Παρατηρούµε ότι υπάρχει µία µόνο διαδροµή µε αρνητικό συντελεστή οριακού κόστους, 
αυτή της Θεσ/νίκης-Ιωάννινα, η οποία πρέπει να επιλεγεί
•Για να αποφασίσουµε ποια διαδροµή θα αντικατασταθεί από τη διαδροµή 
Θεσσαλονίκη-Ιωάννινα, εξετάζουµε τι$ αντιστοιχεί µεταβολές στον πίνακα του 
προβλήµατος µεταφοράς



•Για να προσδιορίσουµε το φορτίο που θα εκχωρηθεί στη διαδροµή 
Θεσσαλονίκη-Ιωάννινα εξετάζουµε τις διαδροµές που χαρακτηρίζονται µε 
πρόσηµο –
•Η µικρότερη ποσότητα βρίσκεται στη διαδροµή Πάτρα-Ιωάννινα

•Εποµένως, εκχωρούµε 200 µονάδες στη διαδροµή Θεσσαλονίκη-Ιωάννινα, 
το οποίο αφαιρείται από τις διαδροµές Πάτρα-Ιωάννινα, Βόλος-Αθήνα και 
Θεσσαλονίκη-Λάρισα (πρόσηµο -) και προστίθεται στις διαδροµές Πάτρα-
Αθήνα και Βόλος-Λάρισα (πρόσηµο +)



Ο νέος πίνακας µεταφοράς:



•Όπως και µε στο προηγούµενο βήµα, ο αλγεβρικός υπολογισµός του κόστους 
επαληθεύεται και από την οριακή µείωση του κόστους λόγω της επιλογής της διαδροµής 
Θεσσαλονίκη-Ιωάννινα

•Εφόσον για κάθε µεταφερόµενη µονάδα το κόστος µειώνεται κατά 2 µονάδες, η 
συνολική µείωση για εκχωρούµενο φορτίο 200 µονάδων είναι 400 µονάδες από το 
κόστος της προηγούµενης λύσης που ήταν 5200



Stepping Stone: 4 η επανάληψη

•Εξετάζουµε τώρα τις οριακές µεταβολές του κόστους για τις διαδροµές που 
δεν έχουν επιλεγεί µε τον ίδιο τρόπο όπως και στις προηγούµενες 
επαναλήψείς της µεθόδου Stepping Stone :



�Οι κλειστοί βρόγχοι για κάθε διαδροµή δίνονται στον παρακάτω πίνακα 
µε φορά της κίνησης των δεικτών του ρολογιού µε τα αποτελέσµατα των 
υπολογισµών της οριακής µεταβολής του συνολικού κόστους 
µεταφοράς:

•Παρατηρούµε ότι σε 
όλες τις µη επιλεγείσες 
διαδροµές της τελευταίας 
λύσης, ο συντελεστής 
οριακού κόστους είναι 
θετικός, εποµένως 
οποιαδήποτε αλλαγή της 
λύσης µε αντικατάσταση 
µιας εκ των διαδροµών 
που έχουν επιλεγεί από 
µία άλλη, θα είχε ως 
αποτέλεσµα την αύξηση 
του κόστους



Κριτήριο βέλτιστης λύσης στα προβλήµατα µεταφοράς

�Όταν οι συντελεστές οριακού κόστους για όλες τις διαδροµές που δεν 
έχουν επιλεγεί στην τρέχουσα λύση είναι µη αρνητικοί, τότε η τρέχουσα 
λύση είναι βέλτιστη


