
 

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ 

ΤΕΛΙΚΗ ΕΞΕΤΑΣΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ 

Διδάσκοντες: Κώστας Μαριάς & Γιώργος Τζανετόπουλος Εξέταση Β’ Περιόδου

 

1. Χρησιμοποιώντας (μόνον) τις ιδιότητες των οριζουσών υπολογίστε τις ακόλουθες ορίζουσες: 

α)   ቮ
𝑦 ൅ 𝑧 𝑥 𝑥ଷ

𝑧 ൅ 𝑥 𝑦 𝑦ଷ

𝑥 ൅ 𝑦 𝑧 𝑧ଷ
ቮ                                                                   β)    ተ

1 2 3 4
1 4 9 16
1 8 27 64
1 16 81 256

ተ 

2. α)  Έστω 𝐴, 𝐵  𝑛 ൈ 𝑛  αντιστρέψιμοι πίνακες. Έστω επίσης ότι ο πίνακας 𝛢 ൅ 𝛣 είναι επίσης αντιστρέψιμος. Να 

δείξετε ότι ο πίνακας 𝛤 ൌ  𝐵ିଵ ൅  𝛢ିଵ είναι αντιστρέψιμος και να βρείτε μία έκφραση (τύπο) για τον  𝛤ିଵ . 

β)  Αν τα διανύσματα του ℱ െδιανυσματικού χώρου V συνδέονται με τη σχέση: 𝜆𝑣ଵ ൅ 𝜇𝑣ଶ ൅ 𝜅𝑣ଷ ൌ 𝕆 όπου 

𝜆 ് 0 και 𝜅 ് 0, να δείξετε ότι 𝑠𝑝𝑎𝑛ሼ𝑣ଵ, 𝑣ଶሽ ൌ 𝑠𝑝𝑎𝑛ሼ𝑣ଶ, 𝑣ଷሽ. 

3. Να λυθεί με τη μέθοδο απαλοιφής Gauss το σύστημα: ൝
𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑘𝑧 ൌ 1
2𝑥 െ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 2

3𝑥 െ 𝑦 ൅ 3𝑘𝑧 ൌ 3
ൡ για τις διάφορες τιμές του 𝑘 ∈ ℝ. 

4. α)  Αν |𝑧 െ 10| ൌ 3|𝑧 െ 2|, βρεθεί το |𝑧 െ 1|. 
β)  Αν για τον μιγαδικό 𝑧 ισχύει: 5ሺ𝑧 ൅ 1ሻଶ଴ଵସ ൅ ሺ4 ൅ 3𝑖ሻሺ𝑧 െ 1ሻଶ଴ଵସ ൌ 0, να δείξετε ότι: ℛℯሺ𝑧ሻ ൌ 0. 

 

5. Να βρεθεί η εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από το σημείο 𝑃 ሺ3, െ2,4ሻ και είναι κάθετο στο διάνυσμα 
𝑣⃗ ൌ  ሺ2,2, െ3ሻ. 

 

 

 

 

 

 

ΘΕΜΑ 1ο:   
α)  1,0

β)  1,0

ΘΕΜΑ 2ο:   
α)  1,0

β)  1,0

ΘΕΜΑ 3ο:      2,0

ΘΕΜΑ 4ο:   
α)  1,0

β)  1,0

ΘΕΜΑ 5ο:      2,0

ΣΥΝΟΛΟ   10,0



 
 

Λύσεις Θεμάτων Τελικής Εξέτασης 

1. α)    Προσθέτουμε στην πρώτη στήλη την δεύτερη οπότε: 

ቮ
𝑦 ൅ 𝑧 𝑥 𝑥ଷ

𝑧 ൅ 𝑥 𝑦 𝑦ଷ

𝑥 ൅ 𝑦 𝑧 𝑧ଷ
ቮ ൌ ቮ

𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 𝑥 𝑥 𝑥ଷ

𝑧 ൅ 𝑥 ൅ 𝑦 𝑦 𝑦ଷ

𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 𝑧 𝑧ଷ
ቮ ൌ ሺ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧ሻ อ

1 𝑥 𝑥ଷ

1 𝑦 𝑦ଷ

1 𝑧 𝑧ଷ
อ ൌ 

Στο επόμενο βήμα από την πρώτη και δεύτερη γραμμή αφαιρούμε την Τρίτη παίρνοντας:  

ሺ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧ሻ อ
1 𝑥 𝑥ଷ

1 𝑦 𝑦ଷ

1 𝑧 𝑧ଷ
อ ൌ ሺ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧ሻ อ

0 𝑥 െ 𝑧 𝑥ଷ െ 𝑧ଷ

0 𝑦 െ 𝑧 𝑦ଷ െ 𝑧ଷ

1 𝑧 𝑧ଷ
อ ൌ ሺ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧ሻሺ𝑥 െ 𝑧ሻሺ𝑦 െ 𝑧ሻ อ

0 1 𝑥ଶ ൅ 𝑥𝑧 ൅ 𝑧ଶ

0 1 𝑦ଶ ൅ 𝑦𝑧 ൅ 𝑧ଶ

1 𝑧 𝑧ଷ
อ 

Αναπτύσσουμε κατά την πρώτη στήλη και έχουμε: 

ሺ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧ሻሺ𝑥 െ 𝑧ሻሺ𝑦 െ 𝑧ሻ อ
0 1 𝑥ଶ ൅ 𝑥𝑧 ൅ 𝑧ଶ

0 1 𝑦ଶ ൅ 𝑦𝑧 ൅ 𝑧ଶ

1 𝑧 𝑧ଷ
อ ൌ ሺ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧ሻሺ𝑥 െ 𝑧ሻሺ𝑦 െ 𝑧ሻ ฬ1 𝑥ଶ ൅ 𝑥𝑧 ൅ 𝑧ଶ

1 𝑦ଶ ൅ 𝑦𝑧 ൅ 𝑧ଶฬ ൌ 

ൌ ሺ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧ሻሺ𝑥 െ 𝑧ሻሺ𝑦 െ 𝑧ሻሾ𝑦ଶ ൅ 𝑦𝑧 ൅ 𝑧ଶ െ ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑥𝑧 ൅ 𝑧ଶሻሿ ൌ ሺ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧ሻሺ𝑥 െ 𝑧ሻሺ𝑦 െ 𝑧ሻሾ𝑦ଶ ൅ 𝑦𝑧 െ 𝑥ଶ െ 𝑥𝑧ሿ 

ൌ ሺ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧ሻሺ𝑥 െ 𝑧ሻሺ𝑦 െ 𝑧ሻሾሺ𝑦 െ 𝑥ሻሺ𝑦 ൅ 𝑥ሻ ൅ 𝑧ሺ𝑦 െ 𝑥ሻሿ ൌ ሺ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧ሻሺ𝑥 െ 𝑧ሻሺ𝑦 െ 𝑧ሻሺ𝑦 െ 𝑥ሻሺ𝑦 ൅ 𝑥 ൅ 𝑧ሻ 

ൌ ሺ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧ሻଶሺ𝑥 െ 𝑦ሻሺ𝑦 െ 𝑧ሻሺ𝑧 െ 𝑥ሻ. 

β)  Είναι: 

ተ

1 2 3 4
1 4 9 16
1 8 27 64
1 16 81 256

ተ ൌ ተ

1 2 3 4
1 2ଶ 3ଶ 4ଶ

1 2ଷ 3ଷ 4ଷ

1 2ସ 3ସ 4ସ

ተ ൌ 2 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ ተ

1 1 1 1
1 2ଵ 3ଵ 4ଵ

1 2ଶ 3ଶ 4ଶ

1 2ଷ 3ଷ 4ଷ

ተ ൌ 24 ⋅ ተ

1 0 0 0
1 2ଵ െ 1 3ଵ െ 1 4ଵ െ 1
1 2ଶ െ 1 3ଶ െ 1 4ଶ െ 1
1 2ଷ െ 1 3ଷ െ 1 4ଷ െ 1

ተ 

ൌ 24 ⋅ ተ

1 0 0 0
1 1 2 3
1 3 8 15
1 7 26 63

ተ ൌ 24 ⋅ 1 ⋅ อ
1 2 3
3 8 15
7 26 63

อ ൌ 24 ⋅ 1 ⋅ อ
1 2 3

3 െ 3 ⋅ 1 8 െ 3 ⋅ 2 15 െ 3 ⋅ 3
7 െ 7 ⋅ 1 26 െ 7 ⋅ 2 63 െ 7 ⋅ 3

อ ൌ 24 ⋅ อ
1 2 3
0 2 6
0 12 42

อ 

ൌ 24 ⋅ 1 ⋅ ቚ 2 6
12 42

ቚ ൌ 24 ⋅ ሺ2 ⋅ 42 െ 12 ⋅ 6ሻ ൌ 24 ⋅ ሺ84 െ 72ሻ ൌ 24 ⋅ 12 ൌ 288. 

2. α)  Είναι: 

𝐴ିଵ ⋅ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻ ⋅ 𝐵ିଵ ൌ ሺ𝐴ିଵ ⋅ 𝐴 ൅ 𝐴ିଵ ⋅ 𝐵ሻ ⋅ 𝐵ିଵ ൌ 𝕀 ⋅ 𝐵ିଵ ൅ 𝐴ିଵ ⋅ 𝐵 ⋅ 𝐵ିଵ ൌ 𝐵ିଵ ൅ 𝐴ିଵ ⋅ 𝕀 ൌ 𝐵ିଵ ൅ 𝐴ିଵ. 

Άρα: 

|𝛤| ൌ |𝐵ିଵ ൅ 𝐴ିଵ| ൌ |𝐴ିଵ ⋅ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻ ⋅ 𝐵ିଵ| ൌ |𝐴ିଵ| ⋅ |𝐴 ൅ 𝐵| ⋅ |𝐵ିଵ| ൌ
|𝐴 ൅ 𝐵|
|𝐴| ⋅ |𝐵|

⇒ |𝛤| ൌ
|𝐴 ൅ 𝐵|
|𝐴| ⋅ |𝐵|

് 0 

καθώς οι πίνακες 𝐴, 𝐵, 𝛢 ൅ 𝛣 είναι αντιστρέψιμοι και συνεπώς η ορίζουσά τους είναι μη μηδενική. Τότε 

όμως είναι και |𝛤| ് 0 άρα ο 𝛤 ൌ  𝐵ିଵ ൅  𝛢ିଵ είναι αντιστρέψιμος και ισχύει: 

ሺ𝐵ିଵ ൅  𝛢ିଵሻିଵ ൌ ሾ𝐴ିଵ ⋅ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻ ⋅ 𝐵ିଵሿିଵ ൌ ሺ𝐵ିଵሻିଵ ⋅ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻିଵ ⋅ ሺ𝐴ିଵሻିଵ ൌ 𝛣 ⋅ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻିଵ ⋅ 𝛢 

β)    𝜆𝑣ଵ ൅ 𝜇𝑣ଶ ൅ 𝜅𝑣ଷ ൌ 𝕆 
𝜆 ് 0

⟹
𝜅 ് 0

൞

𝑣ଵ ൌ െ
ఓ

ఒ
𝑣ଶ െ

఑

ఒ
𝑣ଷ, ሺ1ሻ

𝑣ଷ ൌ െ
ఒ

఑
𝑣ଵ െ

ఓ

఑
𝑣ଶ, ሺ2ሻ

. 

Έστω 𝑤 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛ሼ𝑣ଵ, 𝑣ଶሽ ⟹ ∃𝛼ଵ, 𝛼ଶ ∈ ℱ: 𝑤 ൌ 𝛼ଵ𝑣ଵ ൅ 𝛼ଶ𝑣ଶ
ሺ1ሻ
⟹

𝑤 ൌ 𝛼ଵ ቀെ
ఓ

ఒ
𝑣ଶ െ

఑

ఒ
𝑣ଷቁ ൅ 𝛼ଶ𝑣ଶ ⟹ 



 
 

⟹ 𝑤 ൌ െ𝛼ଵ
𝜇
𝜆

𝑣ଶ ൅ 𝛼ଶ𝑣ଶ െ 𝛼ଵ
𝜅
𝜆

𝑣ଷ ⟹ 𝑤 ൌ ቀെ𝛼ଵ
𝜇
𝜆

൅ 𝛼ଶቁ 𝑣ଶ െ 𝛼ଵ
𝜅
𝜆

𝑣ଷ ⟹ 𝑤 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛ሼ𝑣ଵ, 𝑣ଷሽ 

Άρα: 𝑠𝑝𝑎𝑛ሼ𝑣ଵ, 𝑣ଶሽ ⊆ 𝑠𝑝𝑎𝑛ሼ𝑣ଵ, 𝑣ଷሽ (3).  

Ομοίως έστω 𝑤 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛ሼ𝑣ଵ, 𝑣ଷሽ ⟹ ∃𝛾ଵ, 𝛾ଶ ∈ ℱ: 𝑤 ൌ 𝛾ଵ𝑣ଵ ൅ 𝛾ଶ𝑣ଷ
ሺ2ሻ
⟹

 𝑤 ൌ 𝛾ଵ𝑣ଶ ൅ 𝛾ଶ ቀെ
ఒ

఑
𝑣ଵ െ

ఓ

఑
𝑣ଶቁ ⟹ 

⟹ 𝑤 ൌ െ𝛾ଶ
𝜆
𝜅

𝑣ଵ ൅ ቀ𝛾ଵ െ 𝛾ଶ
𝜇
𝜅

ቁ 𝑣ଶ ⟹ 𝑤 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛ሼ𝑣ଵ, 𝑣ଶሽ 

Άρα: 𝑠𝑝𝑎𝑛ሼ𝑣ଵ, 𝑣ଷሽ ⊆ 𝑠𝑝𝑎𝑛ሼ𝑣ଵ, 𝑣ଶሽ (4). Από τις (3) και (4) προκύπτει το ζητούμενο. 

3. Το δοσμένο σύστημα γίνεται ισοδύναμα σε μορφή πινάκων: 

൥
1 െ2 𝑘
2 െ1 2
3 െ1 3𝑘

൩ ቈ
𝑥
𝑦
𝑧

቉ ൌ ൥
1
2
3

൩ 

Εφαρμόζοντας την απαλοιφή Gauss στον επαυξημένο πίνακα του συστήματος παίρνουμε: 

൥
1 െ2 𝑘
2 െ1 2
3 െ1 3𝑘

อ
1
2
3

൩

௰మ↔௰మିଶ௰భ
௰య↔௰యିଷ௰భሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൥

1 െ2 𝑘
0 3 2 െ 2𝑘
0 5 0

อ
1
0
0

൩
௰మ↔

ଵ
ଷ

௰మ

ሱ⎯⎯⎯ሮ ൦

1 െ2 𝑘

0 1 െ
2
3

ሺ𝑘 െ 1ሻ

0 5 0

อ
1
0
0

൪
௰య↔௰యିହ௰మ
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
1 െ2 𝑘

0 1 െ
2
3

ሺ𝑘 െ 1

0 0
10
3

ሺ𝑘 െ 1ሻ

อ
1
0
0

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

௰య↔
ଷ

ଵ଴
௰య

ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ ൦

1 െ2 𝑘

0 1
2
3

ሺ1 െ 𝑘ሻ

0 0 ሺ𝑘 െ 1ሻ

อ
1
0
0

൪ 

Το αρχικό σύστημα είναι ισοδύναμο με το : 

൞

𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑘𝑧 ൌ 1

𝑦 െ
2
3

ሺ𝑘 െ 1ሻ𝑧 ൌ 0

ሺ𝑘 െ 1ሻ𝑧 ൌ 0

ൢ ሺ𝛴ᇱሻ 

Διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις βασιζόμενοι στην παράσταση 𝑘 െ 1 της τελευταίας εξίσωσης: 

 𝑘 ് 1.  Τότε από  την  τελευταία  εξίσωση έχουμε 𝑧 ൌ 0  από  τη δεύτερη  εξίσωση 𝑦 ൌ 0  και από  την 

πρώτη εξίσωση 𝑥 ൌ 1. Δηλαδή το σύστημα έχει μοναδική λύση την  ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺ1,0,0ሻ . 

 𝑘 ൌ 1. Τότε το σύστημα ሺ𝛴ᇱሻ γίνεται: 

൝
𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1

𝑦 ൌ 0
0 ൌ 0

ൡ ⟺ ൝
𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 1

𝑦 ൌ 0
0 ൌ 0

ൡ ⟺ ൝
𝑥 ൌ 1 െ 𝑧

𝑦 ൌ 0
0 ൌ 0

ൡ 

Δηλαδή έχουμε άπειρες λύσεις της μορφής:  ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑧, 0, 𝑧ሻ, 𝑧 𝜖 ℝ . 

4. α)  |𝑧 െ 10| ൌ 3|𝑧 െ 2| ⟹ |𝑧 െ 10|ଶ ൌ 9|𝑧 െ 2|ଶ ⟹ ሺ𝑧 െ 10ሻሺ𝑧 െ 10തതതതതതതതതሻ ൌ 9ሺ𝑧 െ 2ሻሺ𝑧 െ 2തതതതതതതሻ ⟹ 

⟹ ሺ𝑧 െ 10ሻሺ 𝑧 െ 10ሻ ൌ 9ሺ𝑧 െ 2ሻሺ 𝑧 െ 2ሻ ⟹ |𝑧|ଶ െ 10𝑧 െ 10 𝑧 ൅ 100 ൌ 9ሺ|𝑧|ଶ െ 2𝑧 െ 2 𝑧 ൅ 4ሻ ⟹ 

⟹ 8|𝑧|ଶ െ 8𝑧 െ 8 𝑧 െ 64 ൌ 0 ⟹ |𝑧|ଶ െ 𝑧 െ  𝑧 െ 8 ൌ 0 ⟹ 𝑧𝑧 െ 𝑧 െ  𝑧 െ 8 ൌ 0 ⟹ 𝑧𝑧 െ 𝑧 െ  𝑧 ൅ 1 ൌ 9 

⟹ ሺ𝑧 െ 1ሻሺ 𝑧 െ 1ሻ ൌ 9 ⟹ |𝑧 െ 1|ଶ ൌ 9 ⟹ |𝑧 െ 1| ൌ 3 . 



 
 

β)      5ሺ𝑧 ൅ 1ሻଶ଴ଵସ ൅ ሺ4 ൅ 3𝑖ሻሺ𝑧 െ 1ሻଶ଴ଵସ ൌ 0 ⟹ 5ሺ𝑧 ൅ 1ሻଶ଴ଵସ ൌ െሺ4 ൅ 3𝑖ሻሺ𝑧 െ 1ሻଶ଴ଵସ ⟹ 

    ⟹ |5ሺ𝑧 ൅ 1ሻଶ଴ଵସ| ൌ |െሺ4 ൅ 3𝑖ሻሺ𝑧 െ 1ሻଶ଴ଵସ| ⟹ 5|𝑧 ൅ 1|ଶ଴ଵସ ൌ |4 ൅ 3𝑖||𝑧 െ 1|ଶ଴ଵସ ⟹ 

    ⟹ 5|𝑧 ൅ 1|ଶ଴ଵସ ൌ 5|𝑧 െ 1|ଶ଴ଵସ ⟹ |𝑧 ൅ 1| ൌ |𝑧 െ 1| ⟹ |𝑧 ൅ 1|ଶ ൌ |𝑧 െ 1|ଶ ⟹ 

    ⟹ ሺ𝑧 ൅ 1ሻሺ 𝑧 ൅ 1ሻ ൌ ሺ𝑧 െ 1ሻሺ 𝑧 െ 1ሻ ⟹ 𝑧𝑧 ൅ 𝑧 ൅  𝑧 ൅ 1 ൌ 𝑧𝑧 െ 𝑧 െ  𝑧 ൅ 1 ⟹ 2𝑧 ൌ െ2𝑧 ⟹ 

    ⟹ 𝑧 ൅ 𝑧 ൌ 0 ⟹ 2ℛℯሺ𝑧ሻ ൌ 0 ⟹ ℛℯሺ𝑧ሻ ൌ 0. 

5. Έστω  ότι  η  ζητούμενη  εξίσωση  είναι: 𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0.  Για  να  διέρχεται  το  επίπεδο  από  το  σημείο 

𝑃 ሺ3, െ2,4ሻ θα ισχύει:  3𝛢 െ 2𝐵 ൅ 4𝐶 ൅ 𝐷 ൌ 0  ሺ𝛦1ሻ. Επίσης από τη υπόθεση καθετότητας έχουμε: 

𝐴
2

ൌ
𝐵
2

ൌ
𝐶

െ3
 ሺ𝐸2ሻ. 

Λύνοντας το σύστημα των  (Ε1)  και  (Ε2) παίρνουμε: 𝛢 ൌ 𝛣 ൌ
ଵ

ହ
𝐷, 𝐶 ൌ െ

ଷ

ଵ଴
𝐷. Δηλαδή η ζητούμενη εξίσωση 

είναι:  

1
5

𝐷𝑥 ൅
1
5

𝐷𝑦 െ
3

10
𝐷𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0 ⟹ ൬

1
5

𝑥 ൅
1
5

𝑦 െ
3

10
𝑧 ൅ 1൰ 𝐷 ൌ 0 ⟹ 2𝑥 ൅ 2𝑦 െ 3𝑧 ൅ 10 ൌ 0  

καθώς η μεταβλητή 𝐷 μπορεί να πάρει οποιαδήποτε αυθαίρετη τιμή (π.χ. 𝐷 ൌ 10). 
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