
 

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ 

ΤΕΛΙΚΗ ΕΞΕΤΑΣΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ 
Εισηγητής: Γιώργος Τζανετόπουλος Εξέταση Α’ Περιόδου 2021-22 

 
1. Να βρεθεί η εξίσωση των επιπέδων που είναι παράλληλα στο (𝛱𝛱1): 4𝑥𝑥 − 4𝑦𝑦 + 7𝑧𝑧 − 3 = 0 κι απέχουν 4 

μονάδες από το σημείο 𝛭𝛭 (4,1,−2). 
 

2. α) Δίνονται οι μιγαδικοί 𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2, 𝑧𝑧3 για τους οποίους ισχύουν: 𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3 = 0 και |𝑧𝑧1| = |𝑧𝑧2| = |𝑧𝑧3| = 1. 
Να αποδειχθεί ότι |𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2|2 = 2 + 2𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧1𝑧𝑧2). 

β)  Υπολογίστε την παράσταση: �1 + 𝑖𝑖√3�
8

+ �1 − 𝑖𝑖√3�
8

. 

3. Έστω 𝑉𝑉 διανυσματικός χώρος πάνω σε ένα σώμα 𝕂𝕂, και 𝑣𝑣1,𝑣𝑣2, 𝑣𝑣3 γραμμικά ανεξάρτητα διανύσματα του 𝑉𝑉. 
Ορίζουμε τα διανύσματα 𝑤𝑤1,𝑤𝑤2,𝑤𝑤3 ∈ 𝑉𝑉 ως 𝑤𝑤1 = 𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣2,𝑤𝑤2 = 𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣3,𝑤𝑤3 = 𝑣𝑣2 + 𝑣𝑣3. Εξετάστε αν τα 
διανύσματα 𝑤𝑤1,𝑤𝑤2,𝑤𝑤3 είναι ή όχι γραμμικά ανεξάρτητα. 

4. Να λυθεί η εξίσωση: 

�

−1 𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥
𝑥𝑥 −1 𝑥𝑥 𝑥𝑥
𝑥𝑥 𝑥𝑥 −1 𝑥𝑥
𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥 −1

� = 0 

5. Έστω ο πίνακας 𝛢𝛢 = �
1 0 1
2 2 6
3 1 𝛼𝛼

� όπου 𝛼𝛼 ∈ ℝ. 

α) Να βρεθούν οι τιμές του 𝛼𝛼 για τις οποίες ο 𝛢𝛢 είναι αντιστρέψιμος και για τις τιμές αυτές να υπολογιστεί ο 
αντίστροφος με τη μέθοδο του προσαρτημένου πίνακα. 

β) Αν 𝛸𝛸 = �
𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑧𝑧
� και 𝑏𝑏 = [1 2 3] να διερευνήσετε και να λύσετε το σύστημα 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝑏𝑏 για τις διάφορες τιμές 

του 𝛼𝛼 ∈ ℝ. 

6. Δίνεται ο πίνακας 𝛢𝛢 = �
3 −2 0

−2 3 0
0 0 5

�. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του 𝛢𝛢. 

 
 

ΘΕΜΑ 1ο:   1,0 

ΘΕΜΑ 2ο:  
α) 1,0 
β) 1,0 

ΘΕΜΑ 3ο:   1,5 
ΘΕΜΑ 4ο:  1,5 

ΘΕΜΑ 5ο: 
α) 1,0 
β) 1,0 

ΘΕΜΑ 6ο:  2,0 
ΣΥΝΟΛΟ  10,0 



 
 

Λύσεις Θεμάτων Τελικής Εξέτασης 

Θέμα 1ο : 
Το ζητούμενο επίπεδο, λόγω της συνθήκης παραλληλίας με το (𝛱𝛱1) θα έχει τη μορφή: 4𝑥𝑥 − 4𝑦𝑦 + 7𝑧𝑧 + 𝛥𝛥 = 0  (𝛱𝛱2). 
Από τον τύπο της απόστασης θα έχουμε: 

𝑑𝑑(𝑀𝑀,𝛱𝛱2) =
|4 ⋅ 4 − 4 ⋅ 1 + 7 ⋅ (−2) + 𝛥𝛥|

√42 + 42 + 72
= 4 ⟹

|𝛥𝛥 − 2|
9

= 4 ⟹ |𝛥𝛥 − 2| = 36 ⟹ �
𝛥𝛥 − 2 = 36

ή
−𝛥𝛥 + 2 = 36

⟹ �
𝛥𝛥 = 38
ή

𝛥𝛥 = −34
. 

Συνεπώς δύο επίπεδα πληρούν τις υποθέσεις : 4𝑥𝑥 − 4𝑦𝑦 + 7𝑧𝑧 + 36 = 0  ή 4𝑥𝑥 − 4𝑦𝑦 + 7𝑧𝑧 − 34 = 0  (𝛱𝛱2). 

Θέμα 2ο : 
α)  Είναι: 

 𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3 = 0 ⟹ 𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 = −𝑧𝑧3 ⟹ |𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2| = |−𝑧𝑧3| = |𝑧𝑧3| = 1 ⟹ |𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2| = 1 ⟹ |𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2|2 = 1 ⟹ 

⟹ (𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2)(𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2) = 1 ⟹ (𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2)(𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2) = 1 ⟹ 𝑧𝑧1𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧1𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧2𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2𝑧𝑧2 = 1 ⟹ 

⟹ |𝑧𝑧1|2 + 𝑧𝑧1𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧2𝑧𝑧1 + |𝑧𝑧2|2 = 1 ⟹ 1 + 𝑧𝑧1𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧2𝑧𝑧1 + 1 = 1 ⇒ 2 + 2𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧1𝑧𝑧2) = 1 = |𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2|2 ⟹ 

⟹ |𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2|2 = 2 + 2𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧1𝑧𝑧2). 

β)  Έστω 𝑤𝑤 = 1 + 𝑖𝑖√3. Είναι: |𝑤𝑤| = 2. Άρα 𝑤𝑤 = 2 ⋅ �1
2

+ 𝑖𝑖 √3
2
� ⟹ 𝑤𝑤 = 2 ⋅ �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜋𝜋

3
� + 𝑖𝑖 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜋𝜋

3
�� . Επίσης είναι: 

𝑤𝑤 = �1 + 𝑖𝑖√3� ⟹ 𝑤𝑤 = 1 − 𝑖𝑖√3 ⟹ 𝑤𝑤 = 2 ⋅ �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜋𝜋
3
� − 𝑖𝑖 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜋𝜋

3
�� . Τότε από τον τύπο του De Moivre παίρνουμε: 

𝑤𝑤8 + 𝑤𝑤8 = 28 ⋅ ��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �
8𝜋𝜋
3
� + 𝑖𝑖 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �

8𝜋𝜋
3
�� + �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �

8𝜋𝜋
3
� − 𝑖𝑖 ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �

8𝜋𝜋
3
��� = 28 ⋅ 2 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �

8𝜋𝜋
3
� = 29 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜋𝜋 −

𝜋𝜋
3
� 

⟹𝑤𝑤8 + 𝑤𝑤8 = −29 ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜋𝜋
3
� = −28 ⟹ 𝑤𝑤8 + 𝑤𝑤8 = −256  . 

 

Θέμα 3ο : 
Έστω: 𝜆𝜆1𝑤𝑤1 + 𝜆𝜆2𝑤𝑤2 + 𝜆𝜆3𝑤𝑤3 = 𝕆𝕆 με 𝜆𝜆1, 𝜆𝜆2, 𝜆𝜆3 ∈ 𝕂𝕂 . Έχουμε τότε:  

𝕆𝕆 = 𝜆𝜆1𝑤𝑤1 + 𝜆𝜆2𝑤𝑤2 + 𝜆𝜆3𝑤𝑤3 = 𝜆𝜆1(𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣2) + 𝜆𝜆2(𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣3) + 𝜆𝜆3(𝑣𝑣2 + 𝑣𝑣3) = 
= 𝜆𝜆1𝑣𝑣1 + 𝜆𝜆1𝑣𝑣2 + 𝜆𝜆2𝑣𝑣1 + 𝜆𝜆2𝑣𝑣3 + 𝜆𝜆3𝑣𝑣2 + 𝜆𝜆3𝑣𝑣3 

= (𝜆𝜆1 + 𝜆𝜆2)𝑣𝑣1 + (𝜆𝜆1 + 𝜆𝜆3)𝑣𝑣2 + (𝜆𝜆2 + 𝜆𝜆3)𝑣𝑣3
𝑣𝑣1,𝑣𝑣2,𝑣𝑣3 𝛾𝛾𝛾𝛾.𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼ά𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌
������������������ 

⟹ �
𝜆𝜆1 + 𝜆𝜆2 = 0
𝜆𝜆1 + 𝜆𝜆3 = 0
𝜆𝜆2 + 𝜆𝜆3 = 0

⟹ �
𝜆𝜆1 = −𝜆𝜆2
𝜆𝜆1 = −𝜆𝜆3
𝜆𝜆2 = −𝜆𝜆3

⟹ �
𝜆𝜆1 = 0
𝜆𝜆2 = 0
𝜆𝜆3 = 0

 . 

Άρα τα διανύσματα  𝑤𝑤1,𝑤𝑤2,𝑤𝑤3 είναι γραμμικά ανεξάρτητα. 
Θέμα 4ο : 

�

−1 𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥
𝑥𝑥 −1 𝑥𝑥 𝑥𝑥
𝑥𝑥 𝑥𝑥 −1 𝑥𝑥
𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥 −1

� = 0 ⟺ �

3𝑥𝑥 − 1 3𝑥𝑥 − 1 3𝑥𝑥 − 1 3𝑥𝑥 − 1
𝑥𝑥 −1 𝑥𝑥 𝑥𝑥
𝑥𝑥 𝑥𝑥 −1 𝑥𝑥
𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥 −1

� = 0 ⟺ 

⟺ (3𝑥𝑥 − 1) �

1 1 1 1
𝑥𝑥 −1 𝑥𝑥 𝑥𝑥
𝑥𝑥 𝑥𝑥 −1 𝑥𝑥
𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥 −1

� = 0 ⟺ (3𝑥𝑥 − 1) �

1 0 0 0
𝑥𝑥 −1 − 𝑥𝑥 0 0
𝑥𝑥 0 −1 − 𝑥𝑥 0
𝑥𝑥 0 0 −1 − 𝑥𝑥

� = 0 ⟺ 

⟺ (3𝑥𝑥 − 1)(−1 − 𝑥𝑥)3 = 0 ⟺−(3𝑥𝑥 − 1)(1 + 𝑥𝑥)3 = 0 ⟺ 𝑥𝑥 =
1
3

 ή 𝑥𝑥 = −1. 

Θέμα 5ο : 
α) Ικανή και αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη του αντιστρόφου του πίνακα 𝛢𝛢 είναι det (𝐴𝐴) ≠ 0. Υπολογίζοντας την 
ορίζουσα του πίνακα 𝛢𝛢 έχουμε: 



 
 

det(𝐴𝐴) = �
1 0 1
2 2 6
3 1 𝛼𝛼

� = �2 6
1 𝛼𝛼� − �2 2

3 1� = 2𝛼𝛼 − 6 + 2 − 6 = 2(𝛼𝛼 − 5) ⟹ det(𝐴𝐴) = 2(𝛼𝛼 − 5). 

Άρα ο πίνακας 𝛢𝛢 αντιστρέφεται αν και μόνο αν 𝛼𝛼 ≠ 5. Για να βρούμε τον αντίστροφο θεωρούμε τον επαυξημένο του 
πίνακα 𝛢𝛢 με τον ταυτοτικό και με γραμμοπράξεις έχουμε: 

(𝛢𝛢|𝕀𝕀) = �
1 0 1
2 2 6
3 1 𝛼𝛼

�
1 0 0
0 1 0
0 0 1

�
𝛤𝛤2↔𝛤𝛤2−2𝛤𝛤1
𝛤𝛤3↔𝛤𝛤3−3𝛤𝛤1�⎯⎯⎯⎯⎯⎯��

1 0 1
0 2 4
0 1 𝛼𝛼 − 3

�
1 0 0

−2 1 0
−3 0 1

�

𝛤𝛤2↔
1
2
𝛤𝛤2

𝛤𝛤3↔𝛤𝛤3−𝛤𝛤2�⎯⎯⎯⎯⎯�

⎝

⎛
1 0 1
0 1 2
0 0 𝛼𝛼 − 5

��

1 0 0
−1 1

2 0

−2 − 1
2 1⎠

⎞ (∗)   

𝛤𝛤3↔
1

𝛼𝛼−5
𝛤𝛤3

𝛤𝛤2↔𝛤𝛤2−2𝛤𝛤3�⎯⎯⎯⎯⎯⎯�

⎝

⎜
⎛1 0 1

0 1 0
0 0 1

��

1 0 0
−𝛼𝛼 − 9
𝛼𝛼 − 5

𝛼𝛼 − 3
2(𝛼𝛼 − 5)

−2
𝛼𝛼 − 5

− 2
𝛼𝛼 − 5 − 1

2(𝛼𝛼 − 5)
1

𝛼𝛼 − 5⎠

⎟
⎞𝛤𝛤1↔𝛤𝛤1−𝛤𝛤3
�⎯⎯⎯⎯⎯�

⎝

⎜⎜
⎛1 0 0

0 1 0
0 0 1�

�

𝛼𝛼 − 3
𝛼𝛼 − 5

1
2(𝛼𝛼 − 5)

−1
𝛼𝛼 − 5

−𝛼𝛼 − 9
𝛼𝛼 − 5

𝛼𝛼 − 3
2(𝛼𝛼 − 5)

−2
𝛼𝛼 − 5

− 2
𝛼𝛼 − 5 − 1

2(𝛼𝛼 − 5)
1

𝛼𝛼 − 5⎠

⎟⎟
⎞

 

= (𝕀𝕀|𝛢𝛢−1). Συνεπώς 𝛢𝛢−1 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝛼𝛼−3
𝛼𝛼−5

1
2(𝛼𝛼−5)

−1
𝛼𝛼−5

− 𝛼𝛼−9
𝛼𝛼−5

𝛼𝛼−3
2(𝛼𝛼−5)

−2
𝛼𝛼−5

− 2
𝛼𝛼−5

− 1
2(𝛼𝛼−5)

1
𝛼𝛼−5⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

 . 

β) Διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις για το 𝛼𝛼 : 

• 𝛼𝛼 ≠ 5. Τότε 𝛢𝛢𝑋𝑋 = 𝑏𝑏 ⟹ 𝑋𝑋 = 𝛢𝛢−1𝑏𝑏 ⇒ 𝑥𝑥 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝛼𝛼−3
𝛼𝛼−5

1
2(𝛼𝛼−5)

−1
𝛼𝛼−5

− 𝛼𝛼−9
𝛼𝛼−5

𝛼𝛼−3
2(𝛼𝛼−5)

−2
𝛼𝛼−5

− 2
𝛼𝛼−5

− 1
2(𝛼𝛼−5)

1
𝛼𝛼−5⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⋅ [1 2 3] ⇒ 𝑋𝑋 = �
1
0
0
�. 

• 𝛼𝛼 = 5. Σχηματίζουμε τον επαυξημένο πίνακα (𝛢𝛢|𝑏𝑏) και εκτελούμε πράξεις για να τον φέρουμε σε 
ανηγμένη κλιμακωτή μορφή. Από την επαυξημένη μορφή του πίνακα (𝛢𝛢|𝕀𝕀) και την (∗) για 𝛼𝛼 = 5 
παίρνουμε: 

⎝

⎛
1 0 1
0 1 2
0 0 0

��

1 0 0
−1 1

2 0

−2 −1
2 1⎠

⎞  (∗∗) 

Παρατηρούμε ότι ο πίνακας στο αριστερό μέρος είναι σε κλιμακωτή μορφή οπότε πολλαπλασιάζοντας την 
στήλη 𝑏𝑏𝑇𝑇 = [1 2 3]𝑇𝑇 με τον πίνακα του δεξιού μέρους παίρνουμε ότι: 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

1 0 0

−1
1
2

0

−2 −
1
2

1⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
⋅ �

1
2
3
� = �

1
0
0
� 

Άρα: 

(𝛢𝛢|𝑏𝑏) = �
1 0 1
2 2 6
3 1 5

�
1
2
3
� → ⋯ → �

1 0 1
0 1 2
0 0 0

�
1
0
0
� ⟹ �

𝑥𝑥 = 1 − 𝑧𝑧
𝑦𝑦 = −2𝑧𝑧
𝑧𝑧 ∈ ℝ

. 

Οπότε: (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = (1 − 𝑧𝑧,−2𝑧𝑧, 𝑧𝑧) = (1,0,0) + 𝑧𝑧(−1 − 2,1), 𝑧𝑧 ∈ ℝ . 
Θέμα 6ο : 
Σχηματίζουμε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα 𝛢𝛢 και παίρνουμε: 

det(𝐴𝐴 − 𝜆𝜆𝕀𝕀) = �
3 − 𝜆𝜆 −2 0
−2 3 − 𝜆𝜆 0

0 0 5 − 𝜆𝜆
� = (5 − 𝜆𝜆) ⋅ �3 − 𝜆𝜆 −2

−2 3 − 𝜆𝜆� = −(𝜆𝜆 − 5) ⋅ [(𝜆𝜆 − 3)2 − 4] = 



 
 

= −(𝜆𝜆 − 5) ⋅ (𝜆𝜆 − 3 − 2) ⋅ (𝜆𝜆 − 3 + 2) = −(𝜆𝜆 − 5) ⋅ (𝜆𝜆 − 5) ⋅ (𝜆𝜆 − 1) ⟹ det(𝐴𝐴 − 𝜆𝜆𝕀𝕀) = −(𝜆𝜆 − 5)2 ⋅ (𝜆𝜆 − 1)  . 
Οι ιδιοτιμές του πίνακα 𝛢𝛢 είναι οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης det(𝐴𝐴 − 𝜆𝜆𝕀𝕀) = 0 . Οπότε έχουμε δύο ιδιοτιμές 
την 𝜆𝜆 = 5 με αλγεβρική πολλαπλότητα 2 και την  𝜆𝜆 = 1 . 
• 𝜆𝜆 = 1 
Τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή 𝜆𝜆 = 1 βρίσκονται ως λύση του συστήματος: 

(𝐴𝐴 − 1 ⋅ 𝕀𝕀)𝒙𝒙 = 𝕆𝕆⟹ ��
3 −2 0

−2 3 0
0 0 5

� − �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

�� ⋅ �
𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
𝑥𝑥3
� = [0 0 0] ⟹ �

2 −2 0
−2 2 0

0 0 4
� ⋅ �

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
𝑥𝑥3
� = [0 0 0] ⟹ 

⟹ �
2𝑥𝑥1 − 2𝑥𝑥2 = 0
−2𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 = 0

4𝑥𝑥3 = 0
⟹ �

𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2

𝑥𝑥3 = 0
. 

Οπότε: 𝒙𝒙 = (1,1,0) ⋅ 𝑡𝑡, 𝑡𝑡𝑡𝑡ℝ . Άρα 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{(1,1,0)} είναι ο διανυσματικός χώρος των ιδιοδιανυσμάτων που αντιστοιχούν 
στην ιδιοτιμή  𝜆𝜆 = 1. 
• 𝜆𝜆 = 5 
Τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή 𝜆𝜆 = 5 βρίσκονται ως λύση του συστήματος: 

(𝐴𝐴 − 5 ⋅ 𝕀𝕀)𝒙𝒙 = 𝕆𝕆⟹ ��
3 −2 0

−2 3 0
0 0 5

� − �
5 0 0
0 5 0
0 0 5

�� ⋅ �
𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
𝑥𝑥3
� = [0 0 0] ⟹ �

−2 −2 0
−2 −2 0

0 0 0
� ⋅ �

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
𝑥𝑥3
� = [0 0 0] ⟹ 

⟹ �
−2𝑥𝑥1 − 2𝑥𝑥2 = 0
−2𝑥𝑥1 − 2𝑥𝑥2 = 0

0𝑥𝑥3 = 0
⟹ �

𝑥𝑥1 = −𝑥𝑥2

𝑥𝑥3𝜖𝜖ℝ
. 

Οπότε: 𝒙𝒙 = 𝑟𝑟(−1,1,0) + 𝑡𝑡(0,0,1), 𝑟𝑟, 𝑡𝑡𝑡𝑡ℝ . Άρα 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{(−1,1,0), (0,0,1)} είναι ο διανυσματικός χώρος των 
ιδιοδιανυσμάτων που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή  𝜆𝜆 = 5. 


