
Θέματα εξεταστικής στο μάθημα ῾῾Σήματα και Συστήματα᾿᾿ για

το ακαδημαϊκό έτος 2023-2024

1ο Θέμα

Εστω το περιοδικό σήμα x(t) = e−t, t ∈ [−1, 1]

(α) Βρείτε την εκθετική σειρά Fourier του σήματος.

(β) Αν το δεδομένο σήμα είναι είσοδος σε ένα ΓΧΑ σύστημα με κρουστική απόκριση h(t) = δ(t)−
200

π
sinc

(
200

π
t

)
, να βρεθεί η έξοδός του y(t).

• Υπόδειξη: α)
∫ ∞

−∞
δ(t− t0)f(t)dt = f(t0), β)Π(t) =

{
1, |t| < 0.5

0, αλλού
γ)F (Π(t)) = sinc

( ω

2π

)
,

δ) F{x(t)} = X(ω) ⇒ F{X(t)} = 2πx(−ω), ε) F{x(ct)} =
1

|c|
X
(ω
c

)

Λύση 1ου Θέματος

1ο ερώτημα

Η περίοδος είναι T = 1 − (−1) = 1 + 1 = 2 ⇒ ω0 = 2π
T = π, άρα a0 =

1

T

∫ 1

−1

x(t)dt =

1

2

∫ 1

−1

e−tdt =
1

2

[
−e−t

]1
−1

=
1

2

[
−e−1 − (−e1)

]
=

1

2

[
e− 1

e

]
και an =

1

T

∫ 1

−1

x(t)e−jnω0tdt =

1

2

∫ 1

−1

e−te−jnω0tdt =
1

2

∫ 1

−1

e−t(1+jnω0)dt =
1

2

[
−e−t(1+jnω0)

1 + jnω0

]1
−1

=
1

2

[
−e−(1+jnω0)

1 + jnω0
−
(
−e(1+jnω0)

1 + jnω0

)]
=

1

2(1 + jnω0)

[
−e−(1+jnω0) + e(1+jnω0)

]
=

1

2(1 + jnπ)

[
−e−(1+jnπ) + e(1+jnπ)

]
=

1

2(1 + jnπ)

[
−e−1e−jnπ + e1ejnπ

]
=

1

2(1 + jnπ)

[
−e−1e−jnπ + e1ejnπ

] a
======⇒
=cos(nπ) n

= ejnπ=
1

2(1 + jnπ)

[
−e−1 cos(−nπ) + e cos(nπ)

]
=

1

2(1 + jnπ)

[
−e−1 cos(nπ) + e cos(nπ)

]
=

cos(nπ)

2(1 + jnπ)

[
−e−1 + e

]
=

{
1

2(1+jnπ)

[
−e−1 + e

]
, n = 2k

− 1
2(1+jnπ)

[
−e−1 + e

]
, n = 2k + 1

2ο ερώτημα

h(t) = δ(t)−200

π
sinc

(
200

π
t

)
⇒ H(ω) = F

{
δ(t)− 200

π
sinc

(
200

π
t

)}
= F {δ(t)}−F

{
200

π
sinc

(
200

π
t

)}
Από Υποδείξεως α), προκύπτει ότι F {δ(t)} =

∫ ∞

−∞
δ(t)e−jωtdt =

∫ ∞

−∞
δ(t − 0)e−jωtdt = e−jω·0 =

e0 = 1. Επίσης, από υποδείξεως γ) γνωρίζομε ότι F (Π(t)) = sinc
( ω

2π

)
Υπόδειξη δ)

========⇒ F
{
sinc

( ω

2π

)}
=

2πΠ(−ω) = 2πΠ(ω), καθότι ηΠ(t) είναι άρτια συνάρτηση. ΄Αρα, βάσει υποδείξεως ε), F
{
200

π
sinc

(
200ω

π

)}
=

200

π
F
{
sinc

(
200ω

π

)}
=

200

π
F
{
sinc

(
400

ω

2π

)}
=

200

π

1

|400|
2πΠ

( ω

400

)
=

400π

400π
Π
( ω

400

)
= Π

( ω

400

)
={

1,
∣∣ ω
400

∣∣ < 1
2

0,
∣∣ ω
400

∣∣ > 1
2

=

{
1, |ω| < 400

2

0, |ω| > 400
2

=

{
1, |ω| < 200

0, |ω| > 200
.
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΄ΑραH(ω) = F {δ(t)}−F
{
200

π
sinc

(
200

π
t

)}
= 1−Π

( ω

400

)
=

{
1− 1, |ω| < 200

1− 0, |ω| > 200
=

{
0, |ω| < 200

1, |ω| > 200
,

δηλαδή η κρουστική απόκριση περιγράφει ένα ιδανικό υψιπερατό φίλτρο ή αλλιώς ένα φίλτρο το οποίο

επιτρέπει σε υψηλότερες συχνότητες να περάσουν, αποκόπτοντας τις χαμηλές συχνότητες. ΄Αρα

μόνο οι συχνότητες του x(t) με απόλυτη τιμή άνω των 200 επιτρέπονται να περάσουν. Κάθε k-
οστή συνιστώσα του x(t) έχει συχνότητα kω0 = kπ, οπότε θέλομε όλα τα k για τα οποία ισχύει

|kω0| > 200 ⇒ |k|π > 200 ⇒ |k| > 200

π
≈ 63.662 ⇒ |k| ≥ 64. ΄Αρα y(t) =

∑
|k|≥64

ake
jkπt

2ο Θέμα

΄Εστω η απόκριση συχνότητος ενός ΓΧΑ συστήματος:

d2y

dt2
+ 5

dy

dt
+ 4y(t) = x(t)

(α) Υπολογίστε την απόκριση συχνότητος του συστήματος, βάσει του μετασχηματισμού Fourier.

(β) Υπολογίστε την κρουστική απόκριση.

Υπόδειξη: α)F{e−atu(t)} =
1

a+ jω
, a > 0, β) F

{
dnx(t)

dtn

}
= (jω)nX(ω)

Λύση 2ου Θέματος

1ο ερώτημα

d2y

dt2
+ 5

dy

dt
+ 4y(t) = x(t) ⇒ F

{
d2y

dt2
+ 5

dy

dt
+ 4y(t)

}
= F {x(t)} ⇒ F

{
d2y

dt2

}
+ 5F

{
dy

dt

}
+

4F {y(t)} = F {x(t)} Υπόδειξη β)

========⇒ (jω)2Y (ω)+5(jω)1Y (ω)+4Y (ω) = X(ω) ⇒
(
(jω)2 + 5(jω)1 + 4

)
Y (ω) =

X(ω) ⇒ H(ω) =
Y (ω)

X(ω)
=

1

(jω)2 + 5(jω)1 + 4

2ο ερώτημα

H(ω) =
1

(jω)2 + 5(jω)1 + 4
⇒ H(ω) =

1

(jω + 1)(jω + 4)
⇒ H(ω) =

A

jω + 1
+

B

jω + 4
⇒ H(ω) =

A(jω + 4) +B(jω + 1)

(jω + 1)(jω + 4)
⇒ H(ω) =

jω(A+B) + (4A+B)

(jω + 1)(jω + 4)
⇒

{
A+B = 0

4A+B = 1
⇒

{
A+B = 0

3A+ (A+B) = 1
⇒{

A+B = 0

3A = 1
⇒

{
A+B = 0

A = 1
3

⇒

{
B = −A = − 1

3

A = 1
3

⇒ H(ω) =
1

3

1

jω + 1
−1

3

1

jω + 4

Υπόδειξη α)

========⇒

h(t) =
1

3
e−tu(t)− 1

3
e−4tu(t)
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3ο Θέμα

Βρείτε αν τα παρακάτω σήματα είναι ισχύος ή όχι:

(α) x(t) = tu(t)− tu(10− t)

(β) x(n) = e−jnu(n)

• Υπόδειξη: α) x(t) ⇒ Px = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

|x(t)|2dt, β)x(n) ⇒ Px = lim
N→∞

∞∑
N=−∞

|x(n)|2

Λύση 3ου Θέματος

1ο ερώτημα

Px = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

|x(t)|2dt = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

|tu(t) − tu(10 − t)|2dt = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

(t2u2(t) −

2t2u(t)u(10− t) + t2u2(10− t))dt.

u(t) =

{
1, t ≥ 0

0, t < 0
⇒ u(10 − t) =

{
1, 10− t ≥ 0

0, 10− t < 0
⇒ u(10 − t) =

{
1, 10 ≥ t

0, 10 < t
⇒ Px =

lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

(t2u2(t)− 2t2u(t)u(10− t) + t2u2(10− t))dt =

lim
T→∞

1

2T

(∫ T

−T

t2u2(t)dt− 2

∫ T

−T

t2u(t)u(10− t)dt+

∫ T

−T

t2u2(10− t)dt

)
=

lim
T→∞

1

2T

(∫ T

0

t2dt− 2

∫ 10

0

t2dt+

∫ 10

−T

t2dt

)
= lim

T→∞

1

2T

([
t3

3

]T
0

− 2

[
t3

3

]10
0

+

[
t3

3

]10
−T

)
=

lim
T→∞

1

2T

([
t3

3

]T
0

− 2

[
t3

3

]10
0

+

[
t3

3

]10
−T

)
= lim

T→∞

1

2T

([
T 3

3
− 03

3

]
− 2

[
103

3
− 03

3

]
+

[
103

3
− (−T )3

3

])
=

lim
T→∞

1

2T

2T 3 − 103

3
= lim

T→∞

2T 3 − 103

6T
= lim

T→∞

2T 3

6T
= lim

T→∞

T 2

3
= ∞, οπότε δεν είναι σήμα ισχύος.

2ο ερώτημα

Px = lim
N→∞

1

2N + 1

N∑
n=−N

|x(n)|2 = lim
N→∞

1

2N + 1

N∑
n=−N

|e−jnu(n)|2 = lim
N→∞

1

2N + 1

N∑
n=0

|e−jn|2 |ejθ|=1
=====⇒
∀θ∈R

Px = lim
N→∞

1

2N + 1

N∑
n=0

1 = lim
N→∞

1

2N + 1
(N + 1) = lim

N→∞

N + 1

2N + 1
= lim

N→∞

N

2N
=

1

2
< ∞, οπότε το

σήμα είναι ισχύος

4ο Θέμα

΄Εστω σήμα x(t) του οποίου η γραφική παράσταση είναι στην επόμενη σελίδα.

(α) Σχεδιάστε τις γραφικές παραστάσεις των σημάτων x(−t/2), 2x(2− t), 1
4x(3t− 1)
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(β) Βρείτε με γραφικό τρόπο την συνέλιξη x(t) ∗ u(t)

Λύση 4ου Θέματος

1ο ερώτημα

Από το σχήμα προκύπτει ότι x(t) =

{
t, −1 ≤ t ≤ 1

0, αλλού
, βάσει του οποίου ελέγχομε και τα υπόλοιπα

σήματα.

• x(t) =

{
t, −1 ≤ t ≤ 1

0, αλλού
⇒ x

(
− t

2

)
=

{
− t

2 , −1 ≤ − t
2 ≤ 1

0, αλλού
⇒ x

(
− t

2

)
=

{
− t

2 , −2 ≤ t ≤ 2

0, αλλού

• x(t) =

{
t, −1 ≤ t ≤ 1

0, αλλού
⇒ x (2− t) =

{
2− t, −1 ≤ 2− t ≤ 1

0, αλλού
⇒ x (2− t) =

{
2− t, −1 ≤ t− 2 ≤ 1

0, αλλού
⇒

x (2− t) =

{
2− t, 1 ≤ t ≤ 3

0, αλλού
⇒ 2x (2− t) =

{
2(2− t), 1 ≤ t ≤ 3

2 · 0, αλλού
=

{
4− 2t, 1 ≤ t ≤ 3

0, αλλού
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• x(t) =

{
t, −1 ≤ t ≤ 1

0, αλλού
⇒ x (3t− 1) =

{
3t− 1, −1 ≤ 3t− 1 ≤ 1

0, αλλού
⇒ x (3t− 1) =

{
3t− 1, 0 ≤ 3t ≤ 2

0, αλλού
⇒

x (3t− 1) =

{
3t− 1, 0 ≤ t ≤ 2

3

0, αλλού
⇒ 1

3
x (3t− 1) =

{
3t−1
4 , 0 ≤ t ≤ 2

3

0, αλλού

Παρακάτω είναι οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις.

Σχήμα 1: Σήμα 1ο
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Σχήμα 2: Σήμα 2ο
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Σχήμα 3: Σήμα 3ο
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2ο ερώτημα

x(t)∗u(t) = u(t)∗x(t) =
∫ ∞

−∞
u(τ)x(t−τ)dτ =

∫ 0

−∞
0·x(t−τ)dτ+

∫ ∞

0

1·x(t−τ)dτ =

∫ ∞

0

x(t−τ)dτ .

Από εδώ προκύπτουν 3 περιπτώσεις.

Σχήμα 4: Περίπτωση 1η

Στην πρώτη περίπτωση, η υπο ολοκλήρωση ποσότητα x(t − τ) που βρίσκεται στην περιοχή όπου
u(τ) = 1 είναι ίση με μηδέν. Για να είναι η ποσότητα x(t − τ) ίση με 0 για κάθε τ > 0, θα πρέπει
t− τ < −1 ⇒ t < −1 + τ < −1 + 0 = −1. ΄Αρα,

∫∞
0

x(t− τ)dτ = 0, ∀t < −1
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Σχήμα 5: Περίπτωση 2η

Στην δεύτερη περίπτωση, η υπο ολοκλήρωση ποσότητα x(t − τ) που βρίσκεται στην περιοχή όπου
u(τ) = 1 έχει μέρος της μη μηδενικής περιοχής της x(t − τ). Για να είναι η ποσότητα x(t − τ)
ίση με t − τ για κάθε τ > 0, θα πρέπει −1 ≤ t − τ ≤ 1 ⇒ −1 + τ ≤ t ≤ 1 + τ ⇒ −1 ≤

t ≤ 1. ΄Αρα,

∫ ∞

0

x(t − τ)dτ =

∫ t+1

0

(t − τ)dτ +

∫ ∞

t+1

0dτ =

∫ t+1

0

(t − τ)dτ =

[
tτ − τ2

2

]t+1

0

=[
t(t+ 1)− (t+ 1)2

2

]
−
[
0 · t− 02

2

]
= t2 + t− t2

2
− t− 1

2
=

t2

2
− 1

2
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Σχήμα 6: Περίπτωση 3η

Στην τρίτη περίπτωση, η υπο ολοκλήρωση ποσότητα x(t−τ) που βρίσκεται στην περιοχή όπου u(τ) = 1

έχει όλη την μη μηδενική περιοχή της εκεί. Για t > 1, θα ισχύει

∫ ∞

0

x(t − τ)dτ =

∫ t−1

0

x(t −

τ)dτ +

∫ t+1

t−1

x(t − τ)dτ +

∫ ∞

t+1

x(t − τ)dτ =

∫ t−1

0

0dτ +

∫ t+1

t−1

(t − τ)dτ +

∫ ∞

t+1

0dτ =

∫ t+1

t−1

(t −

τ)dτ =

[
tτ − τ2

2

]t+1

t−1

=

[
t(t+ 1)− (t+ 1)2

2

]
−
[
t(t− 1)− (t− 1)2

2

]
=

[
t2 + t− t2 + 2t+ 1

2

]
−[

t2 − t− t2 − 2t+ 1

2

]
=

t2 − 1

2
− t2 − 1

2
= 0

5ο Θέμα

΄Εστω αιτιατό ΓΧΑ σύστημα συνεχούς χρόνου το οποίο έχει συνάρτηση μεταφοράς

H(s) =
s− 1

(s+ 1)(s+ 3)
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και σήμα εισόδου x(t) με μετασχηματισμό Laplace:

X(s) =
1

s− 1

• Να βρεθεί η κρουστική απόκριση. Είναι το σύστημα ευσταθές·

• Να βρεθεί η έξοδος y(t) για όλα τα πιθανά πεδία σύγκλισης του X(s).

Υπόδειξη: α) L{e−atu(t)} =
1

s+ a
, Re[s] > −a β) L{−e−atu(−t)} =

1

s+ a
, Re[s] < −a, γ)

y(t) = x(t) ∗ h(t) ⇒ Y (s) = X(s)H(s), Ry = Rx ∩Rh

Λύση 5ου Θέματος

1ο ερώτημα

Η συνάρτηση μεταφοράς H(s) έχει 2 πόλους: -3 και -1. ΄Αρα τα υποψήφια πεδία συγκλίσεως είναι 3:

• R[s] = {s : Re[s] < −3}

• R[s] = {s : −3 < Re[s] < −1}

• R[s] = {s : Re[s] > −1}

Δεδομένου ότι είναι αιτιατό θα πρέπει να περιλαμβάνει το ημιεπίπεδο όπου τα s έχουν θετικό πραγματικό
μέρος, οπότε η υποψήφια που ικανοποιεί τον περιορισμό του αιτιατού είναι R[s] = {s : Re[s] > −1}.
Επειδή μάλιστα περιλαμβάνει και την τιμή s = 0, τότε το σύστημα περιλαμβάνει τον φανταστικό άξονα
οπότε είναι και ευσταθές.

H(s) =
s− 1

(s+ 1)(s+ 3)
=

A

s+ 1
+

B

s+ 3
=

A(s+ 3) +B(s+ 1)

(s+ 1)(s+ 3)
=

s(A+B) + (3A+B)

(s+ 1)(s+ 3)
⇒

{
A+B = 1

3A+B = −1
⇒{

A+B = 1

2A+ (A+B) = −1
⇒

{
A+B = 1

2A+ 1 = −1
⇒

{
B = 1−A

2A = −2
⇒

{
A = −1

B = 1− (−1) = 2
⇒ H(s) =

− 1

s+ 1
+ 2

1

s+ 3

Υπόδειξη α)

========⇒ h(t) = −e−tu(t) + 2e−3tu(t)

2ο ερώτημα

Το σήμα εξόδου θα είναι y(t) με μετασχηματισμό Laplace Y (s) = X(s)H(s) =
1

s− 1

s− 1

(s+ 1)(s+ 3)
=

1

(s+ 1)(s+ 3)
με περιοχή σύγκλισης Ry = Rx ∩ Rh Ο μετασχηματισμός Laplace X(s) =

1

s− 1
έχει

2 πιθανές περιοχές συγκλίσεως:

• R[s] = {s : Re[s] < 1} ⇒ Ry = Rx ∩Rh = {s : −1 < Re[s] < 1}

• R[s] = {s : Re[s] > 1} ⇒ Ry = Rx ∩Rh = {s : Re[s] > 1}

Επειδή οι πόλοι είναι −1 και −3, έχομε 3 υποψήφια πεδία συγκλίσεως :

• R[s] = {s : Re[s] < −3}
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• R[s] = {s : −3 < Re[s] < −1}

• R[s] = {s : Re[s] > −1}

Το τελευταίο υποψήφιο πεδίο συγκλίσεως ταιριάζει και με τις 2 πιθανές μορφές του σήματος y(t).

΄Αρα Y (s) =
1

(s+ 1)(s+ 3)
=

A

s+ 1
+

B

s+ 3
=

A(s+ 3) +B(s+ 1)

(s+ 1)(s+ 3)
=

s(A+B) + (3A+B)

(s+ 1)(s+ 3)
⇒{

A+B = 0

3A+B = 1
⇒

{
A+B = 0

2A+ (A+B) = 1
⇒

{
A+B = 0

2A+ 0 = 1
⇒

{
B = −A

2A = 1
⇒

{
A = 1/2

B = −1/2
⇒

Y (s) =
1

2

1

s+ 1
− 1

2

1

s+ 3

Υπόδειξη α)

========⇒ h(t) =
1

2
e−tu(t)− 1

2
e−3tu(t)

6ο Θέμα

Δεδομένης της παρακάτω διαφορικής εξίσωσης:

dx(t)

dt
+ 2x(t) = e−tu(t), x(0) = 1 (1)

χωρίς να βρείτε το αρχικό σήμα x(t) υπολογίστε τις παρακάτω ποσότητες:

(α) μονόπλευρο Laplace του σήματος g(t) =
∫ t

−∞
x(τ)dτ

(β) μονόπλευρο Laplace του σήματος k(t) = [x(t− 4)]
′

• Υπόδειξη: α) ML{e−atu(t)} =
1

s+ a
, Re[s] > −a, β) ML

{∫ t

−∞
x(τ)dτ

}
=

X(s)

s
+∫ 0

−∞
x(τ)dτ, R ∩ {s : Re[s] > 0} , γ)

∫ 0

−∞
x(t)dt = 0, δ) ML{x(t− t0)} = e−st0X(s)

με ίδια περιοχή σύγκλισης, ε)ML
{
dx(t)

dt

}
= sX(s)− x(0) με ίδια περιοχή σύγκλισης

Λύση 6ου Θέματος

1ο ερώτημα

dx(t)

dt
+2x(t) = e−tu(t), x(0) = 1 ⇒ ML

{
dx(t)

dt
+ 2x(t)

}
= ML

{
e−tu(t)

}
, x(0) = 1

Υπόδειξη α)

========⇒

ML
{
dx(t)

dt

}
+ 2ML{x(t)} =

1

s+ 1
, Re[s] > −1

Υπόδειξη ε)

========⇒ sX(s) − x(0) + 2X(s) =
1

s+ 1
⇒

X(s)(s+2) =
1

s+ 1
+x(0), Re[s] > −1 ⇒ X(s)(s+2) =

1

s+ 1
+x(0), Re[s] > −1 ⇒ X(s)(s+2) =

1

s+ 1
+ 1, Re[s] > −1 ⇒ X(s)(s+ 2) =

s+ 2

s+ 1
+ 1, Re[s] > −1 ⇒ X(s) =

s+ 2

(s+ 1)(s+ 2)
, Re[s] >

−1 ⇒ X(s) =
1

s+ 1
, Re[s] > −1
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Βάσει των υποδείξεων β) και γ), προκύπτει ότιML{g(t)} = ML
{∫ t

−∞
x(τ)dτ

}
=

X(s)

s
+

∫ 0

−∞
x(τ)dτ =

1

s(s+ 1)
+ 0 =

1

s(s+ 1)
, Re[s] = [Re[s] > −1] ∩ [Re[s] > 0] = Re[s] > 0

2ο ερώτημα

Αρχικά μπορούμε να βρούμε τον μετασχματισμό Laplace τη παραγώγου του x(t). Βάσει της υποδείξεως

ε), ισχύει ότι ML
{
dx(t)

dt

}
= sX(s) − x(0) = s

1

s+ 1
− 1 =

s− (s+ 1)

s+ 1
= − 1

s+ 1
, Re[s] > −1.

΄Αρα το σήμα k(t), το οποίο είναι η μετατοπισμένη κατά 4 χρονικές στιγμές παράγωγος του x(t), θα
έχει, βάσει της υποδείξεως δ) μονόπλευρο μετασχηματισμό Laplace, ML{k(t)} = ML{x′(t− 4)} =

e−4sML
{
dx(t)

dt

}
= − e−4s

s+ 1
, Re[s] > −1.
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