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1 Ασκήσεις
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΄Ασκηση 1η

Να υπολογιστούν η σταθερά συνιστώσα και οι συντελεστές της εκθετικής σειράς

Fourier των κάτωθι περιοδικών σημάτων:

1 x(t) =

{
e−t , 0 < t ≤ 1
0, 1 < t ≤ 2

2 x(t) = t , −T < t ≤ T

3 x(t) =


0, 1 < |t | ≤ 1.5
t + 1, 0 ≤ t ≤ 1
−t + 1, −1 ≤ t < 0
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Λύση 1ου σήματος: Σταθερά Συνιστώσα

x(t) =

{
e−t , 0 < t ≤ 1
0, 1 < t ≤ 2

⇒ T = 2 ⇒ ω0 =
2π
T

=
2π
2

= π ⇒ α0 =

1
T

∫ 2

0
x(t)dt =

1
2

∫ 1

0
e−tdt +

1
2

∫ 2

1
0dt =

1
2

∫ 1

0
e−tdt = −1

2

∫ 1

0
−e−tdt =

−1
2

∫ 1

0
(e−t)′dt = −1

2

[
e−t

]1

0
= −e−1 − e0

2
=

1 − e−1

2
=

1 − 1
e

2
=

e−1
e

2
=

e − 1
2e
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Λύση 1ου σήματος: Συντελεστές Fourier

x(t) =

{
e−t , 0 < t ≤ 1
0, 1 < t ≤ 2

⇒ T = 2 ⇒ ω0 =
2π
T

=
2π
2

= π ⇒ αk =

1
T

∫ 2

0
x(t)e−jkω0tdt =

1
2

∫ 1

0
e−te−jkω0tdt +

1
2

∫ 2

1
0 · e−jkω0tdt =

1
2

∫ 1

0
e−(jkω0+1)tdt

u=−(jkω0+1)t
==========⇒
du=−(jkω0+1)dt

αk =
1
2

∫ −(jkω0+1)·1

−(jkω0+1)·0
eu

(
− du

jkω0 + 1

)
= −1

2
1

jkπ + 1

∫ −(jkπ+1)

0
eudu

=
1

2(jkπ + 1)

∫ 0

−(jkπ+1)
eudu =

1
2(jkπ + 1)

[
eu]0

−(jkπ+1)

k ̸= 0 ⇒ αk =
1

2(jkπ + 1)

(
e0 − e−1−jkπ

)
=

1
2(jkπ + 1)

(
1 − e−jkπ

e

)
=

(−jkπ + 1)
2(jkπ + 1)(−jkπ + 1)

(
1 − cos(kπ)− j sin(kπ)

e

)
={

(−jkπ+1)
2(1+k2π2)

(
1 − 1

e

)
, k = 2n

(−jkπ+1)
2(1+k2π2)

(
1 + 1

e

)
, k = 2n + 1
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Λύση 2ου σήματος: Σταθερά Συνιστώσα

x(t) = t , −T < t ≤ T ⇒ T0 = T − (−T ) = 2T ⇒ ω0 =
2π
T0

=
2π
2T

=
π

T
⇒ αk =

1
T0

∫ T

−T
x(t)e−jkω0tdt =

1
2T

∫ T

−T
te−jkω0tdt k=0

==⇒ α0 =
1

2T

∫ T

−T
tdt = 0, διότι η

συνάρτηση x(t) = t είναι περιττή.
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Λύση 2ου σήματος: Συντελεστές Fourier

x(t) = t , −T < t ≤ T ⇒ T0 = T − (−T ) = 2T ⇒ ω0 =
2π
T0

=
2π
2T

=
π

T
⇒ αk =

1
T0

∫ T

−T
x(t)e−jkω0tdt =

1
2T

∫ T

−T
te−jkω0tdt

u=−jkω0t
=======⇒
du=−jkω0dt

αk =

1
2T

∫ T (−jkω0)

−T (−jkω0)

(
− u

jkω0

)
eu

(
− du

jkω0

)
=

1
2T

∫ −jkTω0

jkTω0

(
− u

jkω0

)
eu

(
− du

jkω0

)

=
1

2T

(
− 1

jkω0

)2 ∫ −jkπ

jkπ
ueudu =

1
2T

1
j2k2ω2

0

∫ −jkπ

jkπ
ueudu =

1
2T

(
− 1

k2ω2
0

)∫ −jkπ

jkπ
ueudu =

1
2Tk2ω2

0

∫ jkπ

−jkπ
ueudu =

1
2Tk2ω2

0

∫ jkπ

−jkπ
u
(
eu)′ du =

1
2Tk2ω2

0

([
ueu]jkπ

−jkπ −
∫ jkπ

−jkπ
u′eudu

)
=

1
2Tk2ω2

0

([
ueu]jkπ

−jkπ −
∫ jkπ

−jkπ
eudu

)
=

1
2Tk2ω2

0

([
ueu]jkπ

−jkπ −
∫ jkπ

−jkπ
u′eudu

)
=

1
2Tk2ω2

0

([
ueu]jkπ

−jkπ −
[
eu]jkπ

−jkπ

)
=

1
2Tk2ω2

0

[
(u − 1)eu]jkπ

−jkπ =
1

2Tk2ω2
0

[
(jkπ − 1)ejkπ − (−jkπ − 1)e−jkπ

]
=

1
2Tk2ω2

0
[(jkπ − 1)(cos kπ + j sin kπ)− (−jkπ − 1)(cos kπ − j sin kπ)] =

1
2Tk2ω2

0
· 2jkπ cos kπ =

2jkπ cos kπ
2Tω0k2ω0

=
j cos kπ

kω0
= (−1)k j

kω0
, k ̸= 0
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Λύση 3ου σήματος: Σταθερά Συνιστώσα

x(t) = t , −1.5 < t ≤ 1.5 ⇒ T0 = 1.5 − (−1.5) = 3 ⇒ ω0 =
2π
T0

=
2π
3

⇒ αk =

1
T0

∫ 1.5

−1.5
x(t)dt =

1
T0

∫ −1

−1.5
0dt+

1
T0

∫ 0

−1
(−t+1)dt+

1
T0

∫ 1

0
(t+1)dt+

1
T0

∫ 1.5

1
0dt =

1
T0

[
− t2

2
+ t

]0

−1
+

1
T0

[
t2

2
+ t

]1

0
=

1
3

[
−02

2
+ 0 −

(
− (−1)2

2
+ (−1)

)]
+

1
3

[
12

2
+ 1 −

(
02

2
+ 0

)]
=

1
3
·
(
−3

2

)
+

1
3
· 3

2
= −1

2
+

1
2
= 0
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Λύση 3ου σήματος: Συντελεστές Fourier

x(t) = t , −1.5 < t ≤ 1.5 ⇒ T0 = 1.5 − (−1.5) = 3 ⇒ ω0 =
2π
T0

=
2π
3

⇒ αk =

1
T0

∫ 1.5

−1.5
x(t)e−jkω0tdt =
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T0

∫ −1

−1.5
0e−jkω0tdt +
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T0

∫ 0

−1
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T0

∫ 1

0
(t + 1)e−jkω0tdt +
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T0

∫ 1.5

1
0e−jkω0tdt =
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T0

∫ 0

−1
(−t + 1)e−jkω0tdt +
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T0

∫ 1

0
(t + 1)e−jkω0tdt =

1
T0

∫ 0

−1
−te−jkω0tdt +

1
T0

∫ 0

−1
1 · e−jkω0tdt +

1
T0

∫ t

0
e−jkω0tdt +

1
T0

∫ 1

0
1 ·

e−jkω0tdt
u=−jkω0t

=======⇒
du=−jkω0dt

αk =
1
T0

∫ 0·(−jkω0)

−1·(−jkω0)

−
(
− u

jkω0

)
eu

(
− du

jkω0

)
+

1
T0

∫ 0·(−jkω0)

−1·(−jkω0)

1 · eu
(
− du

jkω0

)
+

1
T0

∫ 1·(−jkω0)

0·(−jkω0)

(
− u

jkω0

)
eu

(
− du

jkω0

)
+

1
T0

∫ 1·(−jkω0)

0·(−jkω0)

1 · eu
(
− du

jkω0

)
⇒
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Λύση 3ου σήματος: Συντελεστές Fourier

x(t) = t , −1.5 < t ≤ 1.5 ⇒ T0 = 1.5 − (−1.5) = 3 ⇒ ω0 =
2π
T0

=
2π
3

⇒ αk =

1
T0

∫ 1.5

−1.5
x(t)e−jkω0tdt =

1
T0

∫ −1

−1.5
0e−jkω0tdt +

1
T0

∫ 0

−1
(−t + 1)e−jkω0tdt +

1
T0

∫ 1

0
(t + 1)e−jkω0tdt +

1
T0

∫ 1.5

1
0e−jkω0tdt =

1
T0

∫ 0

−1
(−t + 1)e−jkω0tdt +

1
T0

∫ 1

0
(t + 1)e−jkω0tdt =

1
T0

∫ 0

−1
−te−jkω0tdt +

1
T0

∫ 0

−1
1 · e−jkω0tdt +

1
T0

∫ t

0
e−jkω0tdt +

1
T0

∫ 1

0
1 ·

e−jkω0tdt
u=−jkω0t

=======⇒
du=−jkω0dt

αk =
1
T0

∫ 0·(−jkω0)

−1·(−jkω0)

−
(
− u

jkω0

)
eu

(
− du

jkω0

)
+

1
T0

∫ 0·(−jkω0)

−1·(−jkω0)

1 · eu
(
− du

jkω0

)
+

1
T0

∫ 1·(−jkω0)

0·(−jkω0)

(
− u

jkω0

)
eu

(
− du

jkω0

)
+

1
T0

∫ 1·(−jkω0)

0·(−jkω0)

1 · eu
(
− du

jkω0

)
⇒

Κ.Σπανάκης (ΕΛ.ΜΕ.ΠΑ) Στοιχειώδη σήματα και εφαρμογές 9 / 11



Λύση 3ου σήματος: Συντελεστές Fourier

x(t) = t , −1.5 < t ≤ 1.5 ⇒ T0 = 1.5 − (−1.5) = 3 ⇒ ω0 =
2π
T0

=
2π
3

⇒ αk =

1
T0

∫ 1.5

−1.5
x(t)e−jkω0tdt =

1
T0

∫ −1

−1.5
0e−jkω0tdt +

1
T0

∫ 0

−1
(−t + 1)e−jkω0tdt +

1
T0

∫ 1

0
(t + 1)e−jkω0tdt +

1
T0

∫ 1.5

1
0e−jkω0tdt =

1
T0

∫ 0

−1
(−t + 1)e−jkω0tdt +

1
T0

∫ 1

0
(t + 1)e−jkω0tdt =

1
T0

∫ 0

−1
−te−jkω0tdt +

1
T0

∫ 0

−1
1 · e−jkω0tdt +

1
T0

∫ t

0
e−jkω0tdt +

1
T0

∫ 1

0
1 ·

e−jkω0tdt
u=−jkω0t

=======⇒
du=−jkω0dt

αk =
1
T0

∫ 0·(−jkω0)

−1·(−jkω0)

−
(
− u

jkω0

)
eu

(
− du

jkω0

)
+

1
T0

∫ 0·(−jkω0)

−1·(−jkω0)

1 · eu
(
− du

jkω0

)
+

1
T0

∫ 1·(−jkω0)

0·(−jkω0)

(
− u

jkω0

)
eu

(
− du

jkω0

)
+

1
T0

∫ 1·(−jkω0)

0·(−jkω0)

1 · eu
(
− du

jkω0

)
⇒

Κ.Σπανάκης (ΕΛ.ΜΕ.ΠΑ) Στοιχειώδη σήματα και εφαρμογές 9 / 11



Λύση 3ου σήματος: Συντελεστές Fourier

x(t) = t , −1.5 < t ≤ 1.5 ⇒ T0 = 1.5 − (−1.5) = 3 ⇒ ω0 =
2π
T0

=
2π
3

⇒ αk =

1
T0

∫ 1.5

−1.5
x(t)e−jkω0tdt =

1
T0

∫ −1

−1.5
0e−jkω0tdt +

1
T0

∫ 0

−1
(−t + 1)e−jkω0tdt +

1
T0

∫ 1

0
(t + 1)e−jkω0tdt +

1
T0

∫ 1.5

1
0e−jkω0tdt =

1
T0

∫ 0

−1
(−t + 1)e−jkω0tdt +

1
T0

∫ 1

0
(t + 1)e−jkω0tdt =

1
T0

∫ 0

−1
−te−jkω0tdt +

1
T0

∫ 0

−1
1 · e−jkω0tdt +

1
T0

∫ t

0
e−jkω0tdt +

1
T0

∫ 1

0
1 ·

e−jkω0tdt
u=−jkω0t

=======⇒
du=−jkω0dt

αk =
1
T0

∫ 0·(−jkω0)

−1·(−jkω0)

−
(
− u

jkω0

)
eu

(
− du

jkω0

)
+

1
T0

∫ 0·(−jkω0)

−1·(−jkω0)

1 · eu
(
− du

jkω0

)
+

1
T0

∫ 1·(−jkω0)

0·(−jkω0)

(
− u

jkω0

)
eu

(
− du

jkω0

)
+

1
T0

∫ 1·(−jkω0)

0·(−jkω0)

1 · eu
(
− du

jkω0

)
⇒

Κ.Σπανάκης (ΕΛ.ΜΕ.ΠΑ) Στοιχειώδη σήματα και εφαρμογές 9 / 11



Λύση 3ου σήματος: Συντελεστές Fourier
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Λύση 3ου σήματος: Συντελεστές Fourier(Συνέχεια)

αk =
1
T0

∫ 0

jkω0

−
(
− u

jkω0

)
eu

(
− du

jkω0

)
+

1
T0

∫ 0

jkω0

1 · eu
(
− du

jkω0

)
+

1
T0

∫ −jkω0

0

(
− u

jkω0

)
eu

(
− du

jkω0

)
+

1
T0

∫ −jkω0

0
1 · eu

(
− du

jkω0

)
⇒

αk = − 1
T0(jkω0)2

∫ 0

jkω0

ueudu − 1
T0(jkω0)

∫ 0

jkω0

eudu +
1

T0(jkω0)2

∫ −jkω0

0
ueudu −

1
T0(jkω0)

∫ −jkω0

0
eudu ⇒

αk = − 1
T0j2k2ω2

0

[
u(eu − 1)

]0
jkω0

+
1

T0ω0jk

∫ jkω0

0
eudu +

1
T0j2k2ω2

0

[
u(eu − 1)

]−jkω0
0 +

1
T0ω0jk

∫ 0

−jkω0

eudu ⇒
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Λύση 3ου σήματος: Συντελεστές Fourier(Συνέχεια)

αk =
1
T0

∫ 0

jkω0

−
(
− u

jkω0

)
eu

(
− du

jkω0

)
+

1
T0

∫ 0

jkω0

1 · eu
(
− du

jkω0

)
+

1
T0

∫ −jkω0

0

(
− u

jkω0

)
eu

(
− du

jkω0

)
+

1
T0

∫ −jkω0

0
1 · eu

(
− du

jkω0

)
⇒

αk = − 1
T0(jkω0)2

∫ 0

jkω0

ueudu − 1
T0(jkω0)

∫ 0

jkω0

eudu +
1

T0(jkω0)2

∫ −jkω0

0
ueudu −

1
T0(jkω0)

∫ −jkω0

0
eudu ⇒

αk = − 1
T0j2k2ω2

0

[
u(eu − 1)

]0
jkω0

+
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