
2ο Σετ Ασκήσεων στα Σήματα και Συστήματα

1η ΄Ασκηση

Να υπολογιστούν οι παρακάτω συνελίξεις:

• y(t) = x(t) ∗ h(t) όπου x(t) = e−|t|, h(t) = cos(t)

• y(t) = x(t) ∗ h(t) όπου x(t) = 1

2
e−3tu(t), h(t) = 2e−2tu(t)

Λύση 1ης άσκησης

Ερώτημα 1ο

Αναλυτικός τρόπος: y(t) = x(t)∗h(t) =
∫ ∞

−∞
x(τ)h(t−τ)dτ =

∫ ∞

−∞
e−|τ | cos(t−τ)dτ

cos x= ejx+e−jx

2===========⇒

y(t) =

∫ ∞

−∞
e−|τ | e

j(t−τ) + e−j(t−τ)

2
dτ =

1

2

∫ ∞

−∞
e|τ |+j(t−τ)dτ +

1

2

∫ ∞

−∞
e|τ |−j(t−τ)dτ =

1

2

∫ 0

−∞
eτ+j(t−τ)dτ +

1

2

∫ ∞

0

e−τ+j(t−τ)dτ +
1

2

∫ 0

−∞
eτ−j(t−τ)dτ +

1

2

∫ ∞

0

e−τ−j(t−τ)dτ =

ejt

2

∫ 0

−∞
eτ−jτdτ +

ejt

2

∫ ∞

0

e−τ−jτdτ +
e−jt

2

∫ 0

−∞
eτ+jτdτ +

e−jt

2

∫ ∞

0

e−τ+jτdτ =

ejt

2

∫ 0

−∞
e(1−j)τdτ +

ejt

2

∫ ∞

0

e−(1+j)τdτ +
e−jt

2

∫ 0

−∞
e(1+j)τdτ +

e−jt

2

∫ ∞

0

e(−1+j)τdτ =

ejt

2

[
e(1−j)τ

1− j

]0
−∞

+
ejt

2

[
e−(1+j)τ

−(1 + j)

]∞
0

+
e−jt

2

[
e(1+j)τ

1 + j

]0
−∞

+
e−jt

2

[
e(−1+j)τ

−1 + j

]∞
0

=

ejt

2

[
e(1−j)0

1− j
− lim

τ→−∞

e(1−j)τ

1− j

]
+
ejt

2

[
lim
τ→∞

e−(1+j)τ

−(1 + j)
− e−(1+j)0

−(1 + j)

]
+
e−jt

2

[
e(1+j)0

1 + j
− lim

τ→∞

e(1+j)τ

1 + j

]
+

e−jt

2

[
lim
τ→∞

e(−1+j)τ

−1 + j
− e(−1+j)0

−1 + j

]
=

ejt

2

[
1

1− j
− 0

]
+

ejt

2

[
0− 1

−(1 + j)

]
+

e−jt

2

[
1

1 + j
− 0

]
+

e−jt

2

[
0− 1

−1 + j

]
=

ejt

2(1− j)
+

ejt

2(1 + j)
+

e−jt

2(1 + j)
+

e−jt

2(1− j)
=

ejt + e−jt

2(1− j)
+

ejt + e−jt

2(1 + j)
=

cos t

1− j
+

cos t

1 + j
=

cos t(1 + j) + cos t(1− j)

1− j2
=

cos t+ j cos t+ cos t− j cos t

1− (−1)
=

2 cos t

2
= cos t

1



΄Αλλη λύση είναι η εξής: y(t) = x(t)∗h(t) ⇒ Y (ω) = X(ω)H(ω) =
2

1 + ω2
π [δ(ω − 1) + δ(ω + 1)] ⇒

y(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
Y (ω)ejωtdω =

1

2π

∫ ∞

−∞

2

1 + ω2
π [δ(ω − 1) + δ(ω + 1)] ejωtdω =

1

2π

[∫ ∞

−∞

2

1 + ω2
πδ(ω − 1)ejωtdω +

∫ ∞

−∞

2

1 + ω2
πδ(ω + 1)ejωtdω

]
=

1

2π

∫ ∞

−∞

2πejωt

1 + ω2
δ(ω − 1)dω +

1

2π

∫ ∞

−∞

2πejωt

1 + ω2
δ(ω + 1)dω =∫ ∞

−∞

ejωt

1 + ω2
δ(ω − 1)dω +

∫ ∞

−∞

ejωt

1 + ω2
δ(ω + 1)dω

Μετά χρησιμοποιούμε την ιδιότητα

∫ −∞

−∞
δ(ω−ω0)f(ω)dω = f(ω0) στην ισότητα που προκύπτει. ΄Αρα

y(t) =
ej·1·t

1 + 12
+

ej·(−1)·t

1 + (−1)2
=

ejt

2
+

e−jt

2
=

ejt + e−jt

2
= cos t

Ερώτημα 2ο

y(t) = x(t)∗h(t) =
∫ ∞

−∞
x(τ)h(t−τ)dτ =

∫ ∞

−∞

1

2
e−3τu(τ)2e−2(t−τ)u(t−τ)dτ =

∫ ∞

−∞
e−3τu(τ)e−2(t−τ)u(t−

τ)dτ =

∫ ∞

−∞
e−3τ+2τu(τ)e−2tu(t− τ)dτ = e−2t

∫ ∞

−∞
e−τu(τ)u(t− τ)dτ (1)

Για τ > 0, ισχύει u(τ) = 1, αλλιώς u(τ) = 0, οπότε από (1) προκύπτει ότι y(t) = e−2t

∫ ∞

0

e−τ · 1 ·

u(t− τ)dτ = e−2t

∫ ∞

0

e−τu(t− τ)dτ .

Για να ισχύει u(t − τ) = 1, πρέπει t − τ > 0 ⇒ t > τ . Δεδομένου ότι το ολοκλήρωμα γίνεται στις
θετικές τιμές του τ , τότε για κάθε t < 0 θα ισχύει t − τ < 0, οπότε η προς ολοκλήρωση ποσότητα
u(t− τ) ισούται με 0 οπότε και το ολοκλήρωμα θα ισούται με 0. ΄Αρα για t < 0, θα ισχύει y(t) = 0.

Για θετικά t θα ισχύει ότι u(t − τ) = 1 ⇒ t − τ > 0 ⇒ t > τ , οπότε y(t) = e−2t

∫ ∞

0

e−τu(t −

τ)dτ = e−2t

∫ t

0

e−τ · 1dτ + e−2t

∫ ∞

t

e−τ · 0dτ = e−2t

∫ t

0

e−τdτ = e−2t
[
−e−τ

]t
0
e−2t

[
−e−t + e0

]
=

e−2t
[
−e−t + 1

]
= −e−2t−t + e−2t = e−2t − e−3t

Συνοψίζοντας, προκύπτει ότι y(t) =

{
e−2t − e−3t, t > 0

0, t ≤ 0
=

(
e−2t − e−3t

)
u(t)

΄Αλλη λύση είναι η εξής: y(t) = x(t) ∗ h(t) ⇒ Y (ω) = X(ω)H(ω) =

[
1

2

1

3 + jω

] [
2

1

2 + jω

]
=

1

(3 + jω)(2 + jω)
=

A

2 + jω
+

B

3 + jω
=

A(3 + jω) +B(2 + jω)

(3 + jω)(2 + jω)
=

A(3 + jω) +B(2 + jω)

(3 + jω)(2 + jω)
=

3A+Ajω + 2B +Bjω

(3 + jω)(2 + jω)
=

3A+ 2B + jω(A+B)

(3 + jω)(2 + jω)
Προκύπτει ότι για να σπάσει το αρχικό σύνθετο κλάσμα σε απλούστερα κλάσματα πρέπει να ισχύει

3A + 2B + jω(A + B) = 1 ⇒

{
3A+ 2B = 1

A+B = 0
⇒

{
3A+ 2B = 1

B = −A
⇒

{
3A− 2A = 1

B = −A
⇒

2



{
A = 1

B = −A = −1
⇒ Y (ω) =

1

2 + jω
− 1

3 + jω
⇒ y(t) = e−2tu(t)− e−3tu(t) =

(
e−2t − e−3t

)
u(t)

2η ΄Ασκηση

Να υπολογιστούν οι μετασχηματισμοί Fourier των παρακάτω σημάτων:

• x(t) = 2−|t|

• x(t) =


t+ 1, −1 ≤ t < 0

−t+ 1, 0 ≤ t < 1

0, αλλιώς

Υπόδειξη: αx = ex lnα

Λύση 2ης ΄Ασκησης

Ερώτημα 1ο

Πρώτος τρόπος: x(t) = e = 2|t| ⇒ x(t) =

{
2−t, t ≥ 0

2t, t < 0
⇒ X(ω) =

∫ ∞

−∞
2−|t|e−jωtdt =∫ 0

−∞
2te−jωtdt +

∫ ∞

0

2−te−jωtdt =

∫ 0

−∞
et ln 2e−jωtdt +

∫ ∞

0

e−t ln 2e−jωtdt =

∫ 0

−∞
et ln 2−jωtdt +∫ ∞

0

e−t ln 2−jωtdt =

∫ 0

−∞
e(ln 2−jω)tdt+

∫ ∞

0

e(− ln 2−jω)tdt

∫
eaxdx= eax

a +c
==========⇒ X(ω) =

[
e(ln 2−jω)t

ln 2− jω

]0
−∞

+[
e(− ln 2−jω)t

− ln 2− jω

]∞
0

=

[
e(ln 2−jω)0

ln 2− jω
− lim

t→infty

e(ln 2−jω)t

ln 2− jω

]
+

[
lim
t→∞

e(− ln 2−jω)t

− ln 2− jω
− e(− ln 2−jω)0

− ln 2− jω

]
=

[
e0

ln 2− jω
− 0

]
+[

0 +
e0

ln 2 + jω

]
=

1

ln 2− jω
+

1

ln 2 + jω
=

ln 2 + jω + ln 2− jω

(ln 2)2 − j2ω2
=

2 ln 2

(ln 2)2 + ω2

Ερώτημα 2ο

X(ω) =

∫ ∞

−∞
x(t)e−jωtdt =

∫ 0

−1

(t+1)e−jωtdt+

∫ 1

0

(−t+1)e−jωtdt =

∫ 0

−1

te−jωtdt+

∫ 0

−1

e−jωtdt−∫ 1

0

te−jωtdt+

∫ 1

0

e−jωtdt =

∫ 0

−1

te−jωtdt+

∫ 1

−1

e−jωtdt−
∫ 1

0

te−jωtdt (1)

Ας βρούμε τώρα το ολοκλήρωμα

∫
teatdt.∫

teatdt =
1

a

∫
ateatdt =

1

a

∫
t
(
eat

)′
dt =

1

a

[
teat −

∫
t′eatdt

]
=

1

a

[
teat −

∫
eatdt

]
=

1

a

[
teat − 1

a
eat

]
(2)

(1)
(2)
==⇒ X(ω) =

1

−jω

[
te−jωt − 1

−jω
e−jωt

]0
−1

+
1

jω

[
e−jωt

]1
−1

− 1

−jω

[
te−jωt − 1

−jω
e−jωt

]1
0

=

− 1

jω

[
te−jωt +

1

jω
e−jωt

]0
−1

+
1

jω

[
e−jωt

]1
−1

+
1

jω

[
te−jωt +

1

jω
e−jωt

]1
0

= − 1

jω

[
1

jω
−

(
−ejω +

1

jω
ejω

)]
+

3



1

jω

[
e−jω − ejω

]
+

1

jω

[
e−jω +

1

jω
e−jω − 1

jω

]
= − 1

j2ω2
− 1

jω
ejω +

1

j2ω2
ejω +

1

jω
e−jω − 1

jω
ejω +

1

jω
e−jω+

1

j2ω2
e−jω− 1

j2ω2
=

1

ω2
− 1

jω
ejω+

1

j2ω2
ejω+

1

jω
e−jω− 1

jω
ejω+

1

jω
e−jω+

1

j2ω2
e−jω+

1

ω2
=

2

ω2
+

2

jω

(
e−jω − ejω

)
+

1

j2ω2

(
ejω + e−jω

)
=

2

ω2
+

2

jω
(−2j sinω) +

1

j2ω2
2 cosω =

2

ω2
− 4

ω
sinω−

2

ω2
cosω

3η ΄Ασκηση

Να υπολογιστεί η ολική μέση ισχύς του σήματος x(t) αν:

• οι συντελεστες Fourier του εκθετικού σήματος είναι α0 = 1, αk = 2−|k|

• x(t) = cos(t)− 2 sin(t)

Υπόδειξη: Από θεωρίας είναι γνωστό ότι b cos(ϕ)+ c sin(ϕ) = A cos(ϕ+ θ), όπου A =
√
b2 + c2, θ =

− tan−1 c

b

Ερώτημα 1ο

Από ταυτότητα του Parseval ισχύει ότι Px =

∞∑
k=−∞

|ak|2 ⇒ Px =

∞∑
k=−∞

(
2−|k|

)2

=

∞∑
k=−∞

2−2|k| =

∞∑
k=−∞

(
22
)−|k|

=

∞∑
k=−∞

4−|k| =

−1∑
k=−∞

4k + a0 +

∞∑
k=1

4−k =

(
1

4
+

1

16
+ · · ·+ 1

4k
+ . . .

)
+ 1 +(

1

4
+

1

16
+ · · ·+ 1

4k
+ . . .

)
=

1
4

1− 1
4

+ 1 +
1
4

1− 1
4

=
1
4
3
4

+ 1 +
1
4
3
4

=
1

3
+ 1 +

1

3
=

5

3

Ερώτημα 2ο

Από την υπόδειξη προκύπτει ότι x(t) = cos(t) − 2 sin(t) =
√

12 + (−2)2 cos(t + θ) =
√
5 cos(t + θ),

όπου θ = − arctan

(
−2

1

)
= arctan 2. Βρίσκομε την περίοδο T για την οποία πρέπει να ισχύει:

x(t+ T ) = x(t), t ∈ R

x(t+ T ) = x(t) ⇒
√
5 cos(t+ T + θ) =

√
5 cos(t+ θ) ⇒ cos(t+ T + θ) = cos(t+ θ) ⇒ t+ T + θ =

2κπ + t+ θ ⇒ T = 2κπ, κ ∈ Z+ κ=1
===⇒ T = 2π.

΄Αρα Px =
1

T

∫ T

0

|x(t)|2dt = 1

2π

∫ 2π

0

|
√
5 cos(t+ θ)|2dt = 1

2π

∫ 2π

0

5 cos(t+ θ)2dt =
5

2π

∫ 2π

0

cos(t+

θ)2dt =
5

2π

∫ 2π

0

1 + cos(2(t+ θ))

2
dt =

5

4π

∫ 2π

0

dt+
5

4π

∫ 2π

0

cos(2t+2θ)dt =
5

4π
[t]

2π
0 +

5

4π

[
1

2
sin(2t+ 2θ)

]2π
0

=

5

4π
[2π − 0]+

5

4π

[
1

2
sin(2 · 2π + 2θ)− 1

2
sin(2 · 0 + 2θ)

]
=

10π

4π
+

5

4π

[
1

2
sin(4π + 2θ)− 1

2
sin(2θ)

]
=

5

2
+

5

4π

[
1

2
sin(2θ)− 1

2
sin(2θ)

]
=

5

2

4



4η ΄Ασκηση

Να βρεθούν τα αρχικά σήματα που αντιστοιχούν στους παρακάτω μετασχηματισμούς Fourier :

• X(ω) = δ(ω)

• X(ω) =

{
jω, |ω| < 2

0, αλλιώς

Υπόδειξη: Από θεωρίας είναι γνωστό ότι x(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
X(ω)ejωtdω

Ερώτημα 1ο

x(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
X(ω)ejωtdω =

1

2π

∫ ∞

−∞
δ(ω)ejωtdω

∫ ∞
−∞ δ(ω−ω0)f(ω)dω

=============⇒
=f(ω0)

x(t) =
1

2π
ej·0·t =

1

2π
e0 =

1

2π

Ερώτημα 2ο

x(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
X(ω)ejωtdω =

1

2π

∫ 2

−2

jωejωtdω =
1

2πt

∫ 2

−2

jtωejωtdω =
1

2πt

∫ 2

−2

ω(jtω)′ejωtdω =

1

2πt

∫ 2

−2

ω
(
ejωt

)′
dω =

1

2πt

{[
ωejωt

]2
−2

−
∫ 2

−2

ω′ejωtdω

}
=

1

2πt

{[
ωejωt

]2
−2

−
∫ 2

−2

ejωtdω

}
=

1

2πt

{[
ωejωt

]2
−2

−
[
ejωt

jt

]2
−2

}
=

1

2πt

{[
2ej2t − (−2)e−j2t

]
−
[
ej2t

jt
− e−j2t

jt

]}
=

2(ej2t + e−j2t)

2πt
−

ej2t − e−j2t

2jπt2
=

2 · 2 cos 2t
2πt

− sin2t

πt2
=

2t cos 2t− sin 2t

πt2
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