
Πυκνωτές και ∆ιηλεκτρικά  

Άσκηση 1 

Κάθε οπλισµός ενός επίπεδου πυκνωτή έχει επιφάνεια 22 2 10 4 2A cm m−= = ×  και η 

απόσταση µεταξύ των οπλισµών είναι . Υπολογίστε την 

χωρητικότητα του. 

31 10d mm m−= =

Λύση 

 

Η σχέση που δίνει την χωρητικότητα ενός πυκνωτή είναι: 

 

QC
V

=  (1) 

 

Ο επίπεδος πυκνωτής είναι αυτός που οι οπλισµοί του είναι 2 παράλληλες πλάκες 

επιφάνειας Α.Η χωρητικότητα του δίνεται από την σχέση: 

 

0C
d

ε Α
=  (2) 

 

Εποµένως αντικαθιστώντας από τα δεδοµένα της άσκησης στην (2) έχουµε: 

 
2 4 2

12
2 3

2*108.85*10 *
* 1*10
C mC

N m m

−
−

−

⎛ ⎞ ⎛
= <⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
=>⎟

⎠

F

 

1.77C p<=> =  

 

 
Άσκηση 2 

Ένας κυλινδρικός αγωγός ακτίνας a φορτισµένος µε φορτίο +Q είναι διατεταγµένος 

οµοαξονικά µε έναν αγώγιµο κυλινδρικό φλοιό ακτίνας b φορτισµένο µε φορτίο –Q 

(δες παρακάτω σχήµα). Το µήκος της διάταξης αυτής είναι l. Υπολογίστε την 

χωρητικότητα της. 
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Λύση 
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Η χωρητικότητα ενός πυκνωτή δίνεται απο την σχέση : QC
V

=  (1) 

Πρέπει να υπολογιστεί η διαφορά δυναµικού V ανάµες στους απλισµούς. 

Η διαφορα δυναµικού V µπορεί να υπολογιστεί µέσω του Η.Π Ε από την σχέση 

: *E V V= −  (2) 

Μέσω νόµου του Gauss έχουµε για κυλινδρική επιφάνεια ακτίνας a r b< < : 

 

0

inQEdA
ε

= <=>∫  

0

2 inQrlπ
ε

<=> Ε = =>  

02
inQE
rlπε

=> =  (3) 

 

Από (3) στην (2): 

 

02

b b
in

a a

QVE V Edr dr
r lπε

∂
= − = = − = − =

∂ ∫ ∫ r
 

 

02

b

b a
a

Q drV V
l rπε

<=> − = − =∫  

 

0 0

ln ln( )
2 2

b

a

Q Qr
l lπε πε

= − = −∫
b
a

 (4) 
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Αντικαθιστώντας την (4) στην (1) έχω: 

 

0

0

2

ln( ) ln( )
2

lQ QC Q b bV
l a a

πε

πε

= = = <=>  

 

02

ln( )

C
bl
a

πε
<=> =    (5) 

 

Από (5) παρατηρούµε ότι η χωρητικότητα ενός κυλινδρικου πκνωτή εξαρτάται απο: 

(α) Μήκος οπλισµού l 

(β)Ακτίνες οπλισµού   

 

 
Άσκηση 3 

Ένας σφαιρικός πυκνωτής αποτελείται από ένα αγώγιµο σφαιρικό φλοιό ακτίνας b 

φορτισµένο µε φορτίο –Q και οµόκεντρο µε µια µικρότερη αγώγιµη σφαίρα ακτίνας a 

και φορτίου +Q (δες σχήµα). Βρείτε την χωρητικότητα του. 

 

 
Λύση 

 

Το σχήµα της άσκησης µπορεί νααπλοποιηθεί ως εξής : 
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Η χωρητικότητα QC
V

=  θα υπολογισθεί µε τον ίδιο τρόπο που υπολογίσαµε την 

χωρητικότητα ενός κυλινδρικού πυκνωτή.Άρα: 

Από τον νόµο του Gauss υπολογίζω για σφαιρική επιφάνεια το Η.Π ανάµεσα στους 

οπλισµούς του πυκνωτή: ( ). a r b< <

2

0 0

4in inQ QEdA E rπ
ε ε

= <=> = <=>∫  

 

2
04

inQE
rπ ε

<=> =    (1) 

 

Το δυναµικό ανάµεσα στους οπλισµούς δίνεται από την σχέση : 

 

2
0

*
4

b b
in

a a

QE V V V Ed dr
rπ ε

= − => = − = − =∫ ∫  

 

2
0 0 0

1 1(1/ ) ( )
4 4 4

b b
in in in

a a

Q Q Qdr d r
r bπε πε πε

= − = + = −∫ ∫ a
 

 

Εποµένως : 

0

0

4
1 1 1 1( ) ( )

4

Q QC QV
b a b a

πε

πε

= = = <=>
− −
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04
( )( )

abC a b k b a
ba

πε
<=> = =

− −
   (2) 

 

Για την εξαγωγή του αποτελέσµατος (2) έχουµε πάρει την απόλυτη τιµή της διαφοράς 

δυναµικού. 

 

 
Άσκηση 4 

Υπολογίστε την χωρητικότητα του επίπεδου πυκνωτή του παρακάτω σχήµατος. 

 

 
 

Λύση 

Ένας επίπεδος πυκνωτής αποτελείται από 2 παράλληλες µεταλλικές πλάκες.Το 

ηλεκτρικό πεδίο που δηµιουργούν στον χώρο ανάµεσα τους είναι ίσο µε: 

 

0 0

QE
S

σ
ε ε

= =  (1) 

 

Θεωρώ ότι το Η.Π (1) έχει φορά κατά µήκος του άξονα x εποµένως: 

 

* VE V V E
x

∂
= − <=> = − <=>

∂
 

00 0

d dQV Edx dx
Sε

<=> = = <=>∫ ∫  

0

QdV
Sε

<=> =  (2) 

 

Η χωρητικότητα ενός πυκνωτή δίνεται από την σχέση: 
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0

0

Q Q SC QdV d
S

ε

ε

= = = =

 

 
Άσκηση 5 

Να αποδειχθεί ότι οι οπλισµοί ενός πυκνωτή µε επίπεδες και παράλληλες πλάκες 

εµβαδού S και απόστασης d, έλκονται µεταξύ τους µε δύναµη: 
2

2 o

qF
Sε

= . 

Επίσης να δειχθεί ότι η πίεση που ασκείται είναι ίση µε την πυκνότητα ενέργειας στο 

πεδίο. 

Λύση 

 

Αν η απόσταση µεταξύ των οπλισµών d αυξηθεί κατά dx τότε το έργο που απαιτείται 

για την µετακίνηση τους είναι ίσο µε: 

 

*dW F dx Fdx= =   (1) 

 

Όπου  η δύναµη που ασκείται µεταξύ των οπλισµών.Το έργο πουδαπανάται F

Ισούται µε την µεταβολή της δυναµικής ενέργειας που είναι αποθηκευµένη στον 

πυκνωτή. Άρα: 

 

2 20 0*
2 2

dU E dV E Sdxε ε
= =   (2) 

 

Όπου  στοιχειώδης όγκος =  µεταξύ των οπλισµών. dV = Sdx

Εξισώνοντας τις (1),(2) έχω: 

 

20

2
Fdx E Sdxε

= =>  

2
0

2
E SF ε

=> =   (3) 
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Από τον νόµο του Gauss έχω µια σχέση που συνδέει την ηλεκτρική ποή µε το 

εγκλωβιζόµενο φορτίο. Άρα: 

 

0

** Q mE S
ε

=
  (4) 

Αντικαθιστώ (4) στην (3) οπώτε: 

 
2

0 2 2
0

0

*

2 2

q S
S qF

S

ε
ε

ε
= =  

 

Η πίεση που ασκείται είναι ίση µε: 

 
2 2

2
0 02 * 2

F q qP
S S Sε ε

= = =
S

   (5) 

Από (4)  έχω: 
0

qE
Sε

=  

 

=> 
2 2 2

0
0

02 2
E EP ε ε
ε

= =   (6) 

 

Αν συγκρίνουµε την (6) µε την (2) έχω: 

 

dUP
dV

= =

F

olt

Fµ=

 πυκνότητα ενέργειας. 

 

Άσκηση 6 

Στα άκρα ενός πυκνωτή χωρητικότητας  εφαρµόζεται διαφορά δυναµικού 

. Στην συνέχεια στα άκρα του πυκνωτή αυτού συνδέεται παράλληλα 

ένας αφόρτιστος πυκνωτής χωρητικότητας C . Να υπολογιστεί η διαφορά της 

ενέργειας στο σύστηµα. 

1 20C µ=

500V V=

2 5

Λύση 
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Ενέργεια αρχικά: 2
0 1

1
2

U C V= 0  (1) 

Παράλληλη σύνδεση πυκνωτή σηµαίνει: (α) 1 2C C Cολ = +  

              (β) 0V Vτελ =  

Εποµένως η τελική ενέργεια : 
21

2
QV
Cτελ
ολ

=  (2) 

Ο πυκνωτής C2 είναι αρχικά αφόρτιστος άρα: 1 2 1Q Q Q C V= + =  (3) 

Αντικαθιστώ την (2) στην (3) οπότε: 
2 2

1

1 2

1
2

C VV
C Cτελ = +

 (4) 

Αφαιρώ κατά µέλη την (4) από την (1) : 

 
2 2

2 21 1
0 1 1

1 2 1 2

1 1 1 * 1
2 2 2

C V CV V CV CV
C C C Cτελ

⎛ ⎞
− = − = −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

=>

s

 

0 0.5V V jouleτελ=> − = −  

 

Άσκηση 7 

∆υο φορτισµένοι πυκνωτές C1 και C2 (όπου C1 > C2 ) έχουν την ίδια διαφορά 

δυναµικού Vo αλλά αντίθετη πολικότητα. Τους αποσυνδέουµε από την µπαταρία και 

τους συνδέουµε όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. Κατόπιν κλείνουµε τους 

 διακόπτες S1 και S2 όπως φαίνεται επίσης στο παρακάτω σχήµα. (α) Υπολογίστε την 

τελική διαφορά δυναµικού ανάµεσα στα σηµεία α και b, αφού κλείσουν οι διακόπτες. 

(β) Βρείτε την ολική ενέργεια που έχει αποθηκευτεί στους πυκνωτές προτού και αφού 

κλείσουν οι διακόπτες 

 

 
Λύση 
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(α)  1 2ab c cV V V= =  

Πριν κλείσουν οι διακόπτες τα φορτία των πυκνωτών είναι: 

 

1 1Q C V0=                   

2 2Q C V0=  

  

Με το που θα κλείσουν οι διακόπτες S1 και  S2 το φορτίο θα ανακατανεµηθεί αλλά το 

ολικό φορτίο διατηρείται .ΑΡΑ: 

 
1 2 1 2( )*ol telQ Q Q Q C C V= = + = − 0  

 
Οι πυκνωτές είναι συνδεδεµένοι παράλληλα απώτε έχουν την ίδια τάση ατα άκρα 

τους. Η ολική χωρητικότητα ισούται µε: 

 

1 2ol
Q QC C C
V V

= => + = <=>  

 
1 2

0
1 2 1 2

( )*C CQV V
C C C C

−
<=> = =

+ +
 

 
(β) Η ολική ενέργεια πριν κλείσουν οι διακόπτες είναι: 

 
2 2

1 2 1 0 1 2 0
1 1 ( )
2 2olU U U C V C C V= + = = +   (2) 

 
Μετά από το κλείσιµο του διακόπτη η ενέργεια είναι ίση µε: 

 
2 2

1 2 1 2
1 1
2 2ol tel teltel tel telU U U C V C V= + = + =  

 
2 2 21 2 1 2

1 2 0
1 2 1 2

1 ( )*( ) ( )
2

C C C CC C V U
C C C C

i− −
= + =

+ +
 

 

 
Άσκηση 8 

Ένας επίπεδος πυκνωτής µε οπλισµούς εµβαδού S που βρίσκονται σε απόσταση d 

µεταξύ τους είναι γεµάτος µε µονωτικό υλικό σχετικής διηλεκτρικής σταθεράς εr. Να 

υπολογιστεί η χωρητικότητα του πυκνωτή αυτού. 
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Λύση 

Παρουσία διηλεκτρικού η χωρητικότητα ενός πυκνωτή µεγαλώνει.Έτσι: 

 

0
0

SC kC k
d
ε

= =   (1) 

Το κ = εr ονοµάζεται σχετική διηλεκτρική σταθερα και είναι ίση µε  

0

k ε
ε

=  

Την (1) θέλουµε να την αποδείξουµε: 

Ξεκινάµε απο τον νόµο Gauss για διηλεκτρικά : 

 

* fD dS q= <=>∫  

S Q<=> ∆ = =>  

QD
S

=> =    (2) 

Όπου Q είναι τα ελεύθερα φορτία του απλισµού του πυκνωτή. 

Η σχέση που συνδέει την διηλεκτρική µετατόπιση ∆  µε το Η.Π είναι: 

 

0 rD Eε ε= <=>  

(2)

0 0r r

D QE E
Sε ε ε

<=> = => =
ε

   (3) 

 

Η διαφορά δυναµικού ∆V µεταξύ των οπλισµών του είναι: 

00 0

*
d d

r

QE V V V Edx dx
Sε ε

= − ∆ => ∆ = = <=>∫ ∫  

0 r

QdV
Sε ε

<=> ∆ =   (4) 

Εποµένως: 
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(4) 0 0

0

r
r

r

SQ SQ QC QdV Qd
S

d
ε ε εε

ε ε

= = = = <=
∆

>  

0rC Cε<=> =  

 

 
Άσκηση 9 

Ένας επίπεδος πυκνωτής έχει διαστάσεις . Οι οπλισµοί χωρίζονται µε 

χαρτί πάχους 1mm. (a) Υπολογίστε την χωρητικότητα του, (β) Ποιο είναι το µέγιστο 

φορτίο που µπορούµε να θέσουµε στον πυκνωτή αυτό; 

2 3cm cm×

Λύση 

 

(α) Η χωρητικότητα του πυκνωτή δίνεται απο την σχέση: 

 
4 2

12 2 20
3

6*10(3.7)*(8.85*10 / )*( )
10

A mC k C Nm
d m
ε −

−
−= = <=>

F

 

1219.6*10C F−<=> = <=>  

19.6C p<=> =  

 

(β) Η χωρητικότητα ενός  πυκνωτή ορίζεται απο την γενικότερη σχέση: 

 

*QC Q C V
V

= => = =>  

(1)max * maxQ C V=> =  

max max* (2)V E d=  

 

Emax= το µέγιστο Η.Π που µπορεί να αντέξει το χαρτί που από πίνακα βρίσκεται ότι 

είναι ίσο µε 16*106 Volt/m Άρα: 

 
(1) 12 6 3max * max 19.6*10 *16*10 *10Q C E d − −=> = = <=>  

9max 313.6*10 0.31Q Cµ−<=> = =  
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Άσκηση 10 

Χρησιµοποιώντας µπαταρία φορτίζουµε έναν επίπεδο πυκνωτή µε φορτίο Qo όπως 

βλέπουµε στο παρακάτω σχήµα (a). Αποσυνδέουµε κατόπιν την µπαταρία και 

εισάγουµε ανάµεσα στους οπλισµούς του πυκνωτή διηλεκτρικό σταθεράς κ όπως 

φαίνεται επίσης στο παρακάτω σχήµα (b). Βρείτε την ενέργεια που έχει αποθηκευτεί 

στον πυκνωτή πριν και µετά από την εισαγωγή του διηλεκτρικού 

 

 
Λύση 

 

Χωρίς το διηλεκτρικό έχουµε ότι: 

  
2 2

2 0 0
0 0 0 0 2

0 0

1 1
2 2 2

Q QU C V C
C C

= = =     (1) 

 
Με την εισαγωγή του διηλεκτρικού διηλεκτρικής σταθερά Κ η χωρητικότητα του 

πυκνωτή γίνεται  και επίσης το φορτίο Q0C kC= 0 διατηρείται. Άρα: 

 
2 2

0 0

02 2tel
Q Q UU

C kC k
= = = 0  (2) 

 

Παρατηρούµε λοιπόν ότι η αποθηκεµένη ενέργεια είναι µικρότερη µε την εισαγωγή 

του διηλεκτρικού. Η ενέργεια που λείπει έχει καταναλωθεί κατά την διάρκεια της 

εισαγωγής του διηλεκτρικού διότι τα φορτία του πυκνωτή έλκουν το διηλεκτρικό 

καθώς το εισάγουµε και εµείς πρέπει να παράγουµε αρνητικό έργο για να µην 

επιταχυνθεί το διηλεκτρικό. Το έργο αυτό ισούται µε την διαφορά ενέργειας   0U U−

 
Άσκηση 11 
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Ένας επίπεδος πυκνωτής έχει χωρητικότητα Co όταν δεν υπάρχει σε αυτόν 

διηλεκτρικό. Τοποθετούµε ανάµεσα στους οπλισµούς του διηλεκτρικό διηλεκτρικής 

σταθεράς κ και πάχους 3
d . Υπολογίστε την χωρητικότητα του µε παρουσία 

διηλεκτρικού. 

 
 

Λύση 

 

Αρχικά: 
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Παρτηρούµε ότι ο αρχικός πυκνωτής ισοδυναµή µε 2 πυκνωτές συνδεµένους σε σειρά 

 µε τον χώρο του 1ου πυκνωτή να είναι κατηλλειµένος µε διηλεκτρικό διηλεκτρικής 

σταθερας Κ ενώ ο χώρος ανάµεσα στους οπλισµούς του 2ου είναι άδειο. 

 

Η ολική χωρητικότητα 2 πυκνωτών που συνδέονται σε σειρά είναι: 
 

1 2

1 1 1

olC C C
= +    (1) 

 
Η χωρητικότητα του αρχικού επίπεδου πυκνωτή δίνεται από: 

 

0 0
SC
d

ε=    (2) 

 
Από σχήµα έχω: 

 
0

1 031
3

SC k kC
d

ε
= =   (3) 

 
0

2 0
3 3

2 2 2
3

SSC C
dd

0
εε= = =    (4) 

 
Από (3) και (4) έχουµε: 
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1 2 0
0

1 1 1 1 1
33
2

olC C C kC C
= + = + =  

 

0 0 0

1 2 1 2
3 3 3

k
kC C kC

+
= + = =>  

 

0
3

(1 2 )ol
kC C

k
=> =

+
 

 
 

Άσκηση 12 

Οι οπλισµοί ενός επίπεδου πυκνωτή έχουν επιφάνεια A και έχουν µεταξύ τους 

απόσταση d. Εισάγουµε στο µέσον της απόστασης των δυο οπλισµών µια αφόρτιστη 

µεταλλική πλάκα πάχους a όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. Υπολογίστε την 

χωρητικότητα του συστήµατος. 

 
Λύση 

Το φορτίο του οπλισµού επάγει ίσο και αντίθετο 

φορτίοστην επιφάνεια της µεταλλικής 

πλάκας.Εποµένως το Η.Π µέσα στην πλάκα είναι 

µηδέν.=>(ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΕΙ) 
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Παρατηρούµε ότι η συνολική χωρητικότητα είναι: 

 

1 2

1 1 1
C C Cολ

= +  (1) 

1 2 0
2

( )
AC C

d a
ε= =

−
  (2) 

Από (1) και (2) έχουµε: 

 

01 0

1 2 2 (
2

( )

d a
AC C A

d a
ολ

ε ε
)−

= = =

−

 

0

( )
AC

d aολ
ε

=> =
−

 

 

Άσκηση 13 

Να αποδείξετε ότι η ενέργεια αλληλεπίδρασης για µια χωρική πυκνότητα φορτίων ρ 

δίνεται από την σχέση  2U E d= ∫ V

Λύση 

Η ενέργεια αλληλεπίδρασης µεταξύ φορτίων µιας χωρικής κατανοµής δίνεται απο την 

σχέση: 
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1
2i j j i

i j

U V
≠

= q∑    (1) 

 
Εάν η κατανοµη είναι συνεχής µε πυκνότητα ρ η (1) µπορεί να γραφεί ως: 

 
1
2i jU V  d= ∫ q

 
dq dVρ=  

 
 

1
2

U V dρ⇒ = ∫ V    (2) 

 
Από διαφορική µορφή νόµου Gauss έχω: 

 

0
0

E Eρ ρ ε
ε

∇ = => = ∇   (3) 

 
Αντικαθιστώ την (3) στην (2) άρα: 

 

0
1
2

U V Vdε= ∇∫ V    (4) 

 
2( ) ( ) ( ) ( )VE V E E V V E E∇⋅ = ∇ + ∇ = ∇ −     (5) 

 
Εάν ολοκληρώσω την (5) σε µις σφαίρα ακτίνας R− > ∞  και επίσης: 

2

1

1

V
r

E
r

∼

∼
 άρα το γινόµενο 3

1 0V E  
r

⋅ →∼

 
Εποµένως στην (5) έχω: 
 

2( )V E E∇ =    (6) 
 

Αντικαθιστώ την (6) στην (4) άρα: 
 

2 20
0

1
2 2

U E dV E dVεε= =∫ ∫  

 
 
Άσκηση 14 

Ο χώρος µεταξύ 2 οµόκεντρων σφαιρικών επιφανειών ακτίνων R1 και R2 είναι 

γεµάτος µε διηλεκτρικό απόλυτης διηλεκτρικής σταθεράς ε, ενώ η εσωτερική 
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σφαιρική επιφάνεια είναι φορτισµένη µε φορτίο Q. Να υπολογιστούν τα µεγέθη 

, ,D E P
JG JG JG

 καθώς και οι πυκνότητες των δέσµιων φορτίων  παντού στο χώρο. pσ και ρ p

 

 
Λύση 

 

 
 

Η διηλεκτρική µετατόπιση  δίνεται από την σχέση: D

 

0D E Pε= +    (1) 

 

Εφόσον δεν γνωρίζουµε τα µεγέθη ,E P  θα υπολογίσουµε την διηλεκτρική 

µετατόπιση µέσω του νόµου του Gauss για τα διηλεκτρικά: 

f
S

D dS q⋅ =∫  

Για       1r R< 1 10 0
S

D dS D= => =∫  
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Για 1 2 :R r R< <   2 F
S

D dS q⋅ = <=>∫  

2
2 2 4F F

S

D dS q D r qπ<=> = <=> = <=>∫  

2 24
QD
rπ

<=> =  

 

Για    2 :r R> 3 FD dS q= <=>∫  

2
3 4D r Qπ<=> = <=>  

3 24
QD
rπ

<=> =  

 

Το ηλεκτρικό πεδίο E  συνδέεται µε την διηλεκτρική µετατόπιση D  µε την σχέση: 

{ 1
0 0 /r RDD Nε

ε
<= Ε => Ε = → = t Cb  

{ 1 2
2 ˆ

4
R r R Q r

rε π
<→ =  

{ 2
2

0

ˆ
4

r R Q r
rε π

>→ =  

 

Το διάνυσµα της πόλωσης P  µπορεί να υπολογισθεί απο την σχέση (1): 

0 0D Dε ε= Ε+Ρ => Ρ = − Ε =>  

{ 1 0r RP <=> = =  

{ 1 2 0
02 2 2 (1 )

4 4 4
R r R Q Q Q

r r r
εε

π πε π ε
< < = − = −  

{ 2
02 2

0

0
4 4

r R Q Q
r r

ε
π πε

> = − =  

 

Η επιφανειακή πυκνότητα ρσ  δίνεται µέσω της σχέσης : 

ˆ*p nρσ =    (2) 

Για    :  1r R< 20 /p Cb mσ =
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Για   έχω :  οπώτε απο (2) έχω; 1r R= n̂ = −r̂

0
2 ˆ ˆ(1 ) *

4p
Q r n
r

εσ
π ε

= − =  

0
2

ˆ ˆ(1 ) *( )
4

Q r r
r

ε
π ε

= − − <=>  

0
2

1

( 1
4p

Q
R

)εσ
π ε

<=> = −  

 

Για την εξωτερική επιφάνεια όπου 2r R=   έχω: 

ˆ ˆr n=  εποµένως: 

0
2

2

ˆ* (1
4

QP n
Rρ )εσ

π ε
= = −  

 

Η χωρική πυκνότητα Pp  δίνεται απο την γενικότερη σχέση: 

 

*Pp V= − P    (3) 

Η πόλωση  είδαµε ότι είναι ίση µε: P

 

0
2

ˆ(1 )
4

QP r
r

ε
π ε

= −  

2 2 2

ˆˆ ˆ
ˆ

| |
r xi yj zkr
r x y z

+ +
= =

+ +
 

  

  

0
2 (1 )

4
Q rP
r r

ε
π ε

=> = − =  

 
0

3 (1 )
4

Q r
r

ε
π ε

= − =  

 

0
2 2 2 3/

ˆˆ ˆ
(1 )

4 ( )
Q xi yj z

x y z
ε

π ε
+ +

= −
+ + 2

k    (4) 

 
Από 4 η 3 γράφεται: 
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( )
0

3/ 22 2 2

ˆˆ ˆˆˆ ˆ( ) (1 )
4P
Q xi yj zkp i j k

x y z x y z

ε
π ε

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ + +⎢ ⎥⎜ ⎟= − + + − <=>
⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ + +⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 

( ) ( ) ( )
0

3/ 2 3/ 2 3/ 22 2 2 2 2 2 2 2 2
(1 )

4P
Q x y zp

x y zx y z x y z x y z

ε
π ε

⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎢ ⎥<=> = − − + + =>
⎢ ⎥∂ ∂ ∂+ + + + + +⎣ ⎦

 

( )
( )

( )
1/ 22 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 20
32 2 2

(1 ) 3 3 3 0
4P

x y zQp x y z x x y z y x y z z
x y z

ε
π ε

+ +
=> = − + + − + + + − + + + − =

+ +

 
Άρα 0  δηλαδή τα χωρικά δέσµια φορτία είναι  µηδέν.  Pp =
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