
1 ∆ιανυσµατική Ανάλυση 
 

1.1 ∆ιανυσµατική Άλγεβρα 
 

1.1.1 Πράξεις µε διανύσµατα 
 

Αν περπατήσετε 4 µίλια προς τον Βορρά και µετά 5 µίλια προς την Ανατολή η 

συνολική απόσταση που έχετε διανύσει είναι 9 µίλια άλλα δεν θα βρεθείτε 9 µίλια 

µακριά από το σηµείο που ξεκινήσατε. Θα βρεθείτε 6.4 µίλια µακριά από το αρχικό 

σηµείο (δες σχήµα). 

 

 
Σχήµα 1.1: ∆ιανυσµατική Άθροιση 

 

Χρειαζόµαστε λοιπόν µια άλγεβρα που να περιγράφει τέτοια µεγέθη που δεν 

προστίθενται µε τον γνωστό τρόπο. Τα µεγέθη αυτά ονοµάζονται διανυσµατικά 

µεγέθη και δεν χαρακτηρίζονται µονάχα από το µέτρο τους άλλα και από την φορά 

και την κατεύθυνση τους. Τέτοια µεγέθη είναι η µετατόπιση (παραπάνω σχήµα), η 

ταχύτητα, η ορµή, η δύναµη, η επιτάχυνση  

Οι ποσότητες που χαρακτηρίζονται µονάχα από το µέτρο τους όπως η µάζα, το 

φορτίο, η πυκνότητα, η θερµοκρασία, ονοµάζονται βαθµωτά µεγέθη. 

Το µέγεθος του διανύσµατος Α γράφεται ως A . Στα διαγράµµατα τα διανύσµατα 

συµβολίζονται µε βέλη: το µήκος τους αντιστοιχεί στο µέτρο τους, η µύτη του βέλους 

αντιστοιχεί στην κατεύθυνση τους. Παράδειγµα το –Α αντιστοιχεί σε ένα διάνυσµα 

µε το ίδιο µέτρο µε το Α άλλα µε αντίθετη κατεύθυνση (δες σχήµα 1.2).  

 

5 µίλια 

4 µίλια 
6.4 µίλια 
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Σχήµα 1.2  

 

Στην συνέχεια θα ορίσουµε τέσσερις πράξεις µε διανύσµατα: την πρόσθεση, και 

τα τρία είδη του πολλαπλασιασµού.  

(ι) Πρόσθεση ∆ιανυσµάτων 

Η µεθοδολογία που ακολουθείται στην πρόσθεση διανυσµάτων είναι η ακόλουθη: 

Α
-Α 

Τοποθετούµε την ουρά του Β στην µύτη του Α. Η πρόσθεση είναι αντιµεταθετική 

πράξη. ∆ηλαδή ισχύει 

 

A B B A+ = +  (1.1) 

  

Β

Α
Α+Β 

 
Σχήµα 1.3: Πρόσθεση ∆ιανυσµάτων 

 

Η πρόσθεση των διανυσµάτων είναι προσεταιριστική πράξη. Αυτό σηµαίνει ότι 

 

( ) ( )A B C A B C+ + = + +  (1.2) 

 

Για να αφαιρέσετε ένα διάνυσµα απλώς προσθέστε το αντίθετο του. Αυτό 

σηµαίνει 

 

( )A B A B− = + −  (1.3) 
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(ιι) Πολλαπλασιασµός µε ένα βαθµωτο 

Ο πολλαπλασιασµός ενός διανύσµατος µε ένα βαθµωτό µέγεθος α, 

πολλαπλασιάζει το µέτρο του µε α άλλα αφήνει την κατεύθυνση του ανέπαφη. Στην 

περίπτωση που το α είναι αρνητικός αριθµός τότε αλλάζει η φορά του. Ο 

πολλαπλασιασµός µε βαθµωτό µέγεθος είναι επιµεριστικός δηλαδή 

 

( )a A B aA aB+ = +  (1.4) 

 

(ιιι) Εσωτερικό γινόµενο 2 διανυσµάτων 

Το εσωτερικό γινόµενο 2 διανυσµάτων Α και Β ορίζεται ως εξής  

 

cosA B A B θ• =  (1.5) 

 

όπου θ είναι η γωνία που σχηµατίζουν µεταξύ τους τα δυο διανύσµατα αν 

ενωθούν οι ουρές τους.  

 

Α

θ

Β 
 

Σχήµα 1.4: Γωνία θ µεταξύ 2 διανυσµάτων 

 

Το εσωτερικό γινόµενο 2 διανυσµάτων έχει σαν αποτέλεσµα ένα βαθµωτό 

µέγεθος. Για αυτό τον λόγο ονοµάζεται και βαθµωτό γινόµενο. Το εσωτερικό 

γινόµενο είναι αντιµεταθετικό. ∆ηλαδή 

 

A B B A• = •  (1.6) 

 

Είναι επίσης και επιµεριστικό, δηλαδή 

 

( )A B C A B A C• + = • + •  (1.7) 
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Η γεωµετρική ερµηνεία του εσωτερικού γινοµένου είναι το γινόµενο του Α επί το 

µήκος της προβολής του Β στον άξονα του Α. Αν τα 2 διανύσµατα είναι παράλληλα 

τότε από (1.5) βλέπουµε ότι 

 

2

A B A B

A A A

• =

• =
 (1.8) 

 

Αν τα 2 διανύσµατα Α και Β είναι κάθετα µεταξύ τους τότε το εσωτερικό τους 

γινόµενο είναι ίσο µε µηδέν (δες (1.5)). 

 

Παράδειγµα 1 

Θέστε C = A – B και υπολογίστε το εσωτερικό γινόµενο του C µε τον εαυτό του  

 

Λύση 
2 2 2( ) ( ) 2 cosC C A B A B A A A B B A B B C A B AB θ• = − • − = • − • − • + • ⇔ = + −  

Η παραπάνω εξίσωση εκφράζει τον νόµο των συνηµίτονων.  

 

 

Α
C

θ

Β 

Σχήµα 1.5 

 

 

(iv) Εξωτερικό γινόµενο 2 διανυσµάτων 

Το εξωτερικό γινόµενο 2 διανυσµάτων ορίζεται ως εξής  

 

sinA B A B nθ× =  (1.9) 
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όπου  είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα µε διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο που ορίζουν 

τα Α και Β. Λόγω του ότι υπάρχουν 2 κατευθύνσεις που είναι κάθετες σε 

οποιαδήποτε επίπεδο η κατεύθυνση του  βρίσκεται µε τον κανόνα του δεξιού 

χεριού: Τοποθετήστε τα δάχτυλα σας κατά µήκος της κατεύθυνσης του πρώτου 

διανύσµατος και κλείστε την παλάµη σας (µέσω της µικρότερης γωνίας) προς το 

µέρος του δευτέρου. Ο αντιχείρας σας δείχνει την κατεύθυνση του n .  

n

n

 

Α 
θ

Β 
 

Σχήµα 1.6 

 

Το  στο Σχήµα 1.6 είναι προς τα κάτω. Ενώ το A B× B A×  είναι προς τα πάνω. 

Το  είναι και αυτό διάνυσµα όπως φαίνεται και από την (1.9). Το εξωτερικό 

γινόµενο ή αλλιώς διανυσµατικό γινόµενο είναι επιµεριστικό δηλαδή 

A B×

 

( )( ) ( )A B C A B A C× + = × + ×   (1.10) 

 

Το διανυσµατικό γινόµενο δεν είναι αντιµεταθετικό!!! ∆ηλαδή ισχύει 

 

( )B A A B× =− ×   (1.11) 

 

Γεωµετρικά το A B×  είναι το εµβαδόν παραλληλογράµµου µε πλευρές τα Α και 

Β. Αν τα 2 διανύσµατα είναι παράλληλα τότε είναι φανερό από την (1.9) ότι το 

εξωτερικό τους γινόµενο είναι µηδέν.  

 

1.1.2 Η διανυσµατική άλγεβρα υπό µορφή Συνιστωσών  
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Στην προηγούµενη παράγραφο ορίστηκαν οι τέσσερις βασικές διανυσµατικές 

πράξεις. ∆εν ορίσθηκαν όµως ως προς κάποιο σύστηµα συντεταγµένων.  

Στην πράξη είναι πιο βολικό να χρησιµοποιούµε τις καρτεσιανές συντεταγµένες x, 

y, z και να εργαζόµαστε µε τις συνιστώσες των διανυσµάτων. Στο καρτεσιανό 

σύστηµα συντεταγµένων τα µοναδιαία διανύσµατα κατά µήκος των αξόνων x, y, z 

συµβολίζονται µε , , k .  i j

 

 
Σχήµα 1.7: Καρτεσιανό Σύστηµα Συντεταγµένων 

 

Κάθε διάνυσµα Α µπορεί να εκφραστεί συναρτήσει αυτών των µοναδιαίων 

καρτεσιανών διανυσµάτων σύµφωνα µε την παρακάτω σχέση 

 

x y zA A i A j A k= + +  (1.12) 

 

Η διανυσµατική ανάλυση της (1.12) στο καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων 

εικονίζεται στο σχήµα 1.8. Οι αριθµοί Αx, Ay και Az ονοµάζονται συνιστώσες του Α. 

Γεωµετρικά οι συνιστώσες είναι οι προβολές του Α στους άξονες x, y, z.  

Οι τέσσερις διανυσµατικές πράξεις µε κανόνες πράξεων µεταξύ συνιστωσών 

µπορούν να αναδιατυπωθούν ως εξής  

(i) 
( )

( ) ( ) ( )

A B A i A j A k B i B j B kx y z x y z

A B i A B j A B kx x y y z z

⎛ ⎞⎟⎜+ = + + + + + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

= + + + + +
  (1.13) 

z 

k

y 
i  

j

x 
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Για να προσθέσετε διανύσµατα, προσθέστε τις αντίστοιχες συνιστώσες.  

i) Για να πολλαπλασιάσετε µε ένα βαθµωτό, πολλαπλασιάστε µε αυτό την 

A j A k aA i aA j aA k+ = + +   (1.14) 

 

(iii) Για να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόµενο, πολλαπλασιάσετε τις 

 

=
(1.15) 

 

εβαίως η (1.15) προκύπτει λόγω του ότι ισχύει 

  (1.16) 

 

v) Για να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόµενο, πολλαπλασιάστε τις 

ς ι τ

 

z  (1.17) 

 

πό (1.17) εξάγεται το ότι το µέτρο του Α είναι ίσο µε  

 

(i

κάθε συνιστώσα. 

(aA a A i= + ) ( )x y z x y z

αντίστοιχες συνιστώσες και προσθέστε τα γινόµενα.  

( ) ( )
( )

x y z x y z

x x y y z z

A B A i A j A k B i B j B k

A B A B A B

• = + + ⋅ + +

= + +
  

Β

 

1

0

i i j j k k

i j j k k i

• = • = • =

• = • = • =

(i

αντίστοιχες συνιστώσε  κα  προσθέστε α γινόµενα. 

2 2 2
x yA A A A A• = + +

Α

 

2 2 2
x yA A A A= + + z  (1.18) 

 

αρατηρείστε ότι το εσωτερικό γινόµενο του Α µε οποιαδήποτε µοναδιαίο Π

διάνυσµα ισούται µε την συνιστώσα του Α κατά µήκος της κατεύθυνσης του 

µοναδιαίου διανύσµατος. Έτσι για παράδειγµα  
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x

y

z

A i A

A j A

A k A

• =

• =

• =

  (1.19) 

 

(iv) Ισχύουν τα παρακάτω 

 

0i i j j k k

i j j i k

j k k j i

k i i k j

× = × = × =

× =− × =

× =− × =

× =− × =

  (1.20) 

 

Εφαρµογή της (1.20) είναι το εξωτερικό γινόµενο 2 διανυσµάτων Α και Β 

εκφρασµένο µε τις συνιστώσες των διανυσµάτων 

 

( ) ( )

( ) ( ) (

x y z x y z

y z z y z x x z x y y x

A B A i A j A k B i B j B k

A B A B i A B A B j A B A B k

× = + + × + + =

= − + − + − )
  (1.21) 

 

Η (1.21) είναι δύσκολο να την θυµάται κανείς για αυτό µπορεί να γραφεί πιο 

νοικοκυρεµένα µε την µορφή ορίζουσας 

 

x y z

x y z

i j k
A B A A A

B B B

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜× = ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 (1.22) 

 

Για να βρείτε το εξωτερικό γινόµενο, υπολογίστε την ορίζουσα που η πρώτη 

της γραµµή είναι τα , η δεύτερη της γραµµή αποτελείται από τις 

συνιστώσες του Α, και η τρίτη της γραµµή από τις συνιστώσες του Β.  

, ,i j k

 

Παράδειγµα 2 

Βρείτε την γωνία που σχηµατίζουν 2 διαδοχικές διαγώνιοι των εδρών ενός κύβου.  

Λύση  
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Χωρίς απώλεια της γενικότητας µπορούµε να πάρουµε ένα κύβο µοναδιαίας 

πλευράς. Μπορούµε να τοποθετήσουµε τον κύβο αυτό µε την µια γωνία του στην 

αρχή των συντεταγµένων. Οι διαγώνιοι Α και Β εικονίζονται στο παρακάτω σχήµα. 

 

 
Σχήµα 1.8 

 

Αφού ζητείτε να υπολογιστεί γωνία µεταξύ 2 διανυσµάτων αυτό µπορεί να γίνει 

µε 2 τρόπους. Είτε µέσω του εσωτερικού γινοµένου είτε µέσω του εξωτερικού 

γινοµένου. Είναι πιο βολικό να υπολογίσουµε την γωνία µέσω του εσωτερικού 

γινόµενου. 

Τα διανύσµατα Α & Β µπορούν να γραφούν µε βάση τις συνιστώσες τους ως 

εξής  

 

1 0 1

0 1 1

A i j k

B i j

= + +

= + + k
 (1.23) 

 

Έχοντας υπόψη µας τις σχέσεις (1.15), (1.23) το εσωτερικό γινόµενο µπορεί να 

γραφεί ως εξής µε την µορφή των συνιστωσών 

 

1 0 0 1 1 1 1A B• = ⋅ + ⋅ + ⋅ =  (1.24) 

 

z

0,0,1

Β

(0,1,0)
Α y

θ

(1,0,0) 

x
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Εξάλλου το εσωτερικό γινόµενο βάση της σχέσεως (1.5) γράφεται ως εξής  

 

cos 2 2 cos 2cosA B A B θ θ• = = = θ  (1.25) 

 

Συνδυάζοντας τις (1.24), (1.25) παίρνουµε το εξής αποτέλεσµα 

 

1cos 60
2

οθ θ= ⇒ =  

 

 

1.2 ∆ιαφορικός Λογισµός  
 

1.2.1 «Συνήθεις» Παράγωγοι 
 

Τι µας δείχνει η παράγωγος df
dx  µιας συνάρτησης µιας µεταβλητής f(x); Η 

απάντηση είναι ότι µας λέει πόσο γρήγορα µεταβάλλεται η συνάρτηση f(x) όταν 

αλλάζουµε την µεταβλητή x κατά dx: 

 
dfdf dx
dx

⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 (1.26) 

 
H (1.26) µας πληροφορεί ότι εάν αλλάξουµε την µεταβλητή x κατά dx τότε η τιµή της 

f(x) αλλάζει κατά df, µε την παράγωγο να είναι ο παράγοντας αναλογίας. Στο 

παρακάτω σχήµα εικονίζονται συναρτήσεις που µεταβάλλονται η µεν πρώτη αργά η 

δε δεύτερη συνάρτηση γρήγορα. Η γεωµετρική ερµηνεία της παράγωγου df
dx  είναι 

ότι εκφράζει την κλίση της καµπύλης f(x).  
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Σχήµα 1.9 (Από «Εισαγωγή στην Ηλεκτροδυναµική» D.J. Griffiths, Τόµος Ι) 

 

1.2.2 H Κλίση 
 

Έστω µια συνάρτηση τριών µεταβλητών T(x, y, z) π.χ. η θερµοκρασία σε ένα 

δωµάτιο. Τοποθετώντας την αρχή των αξόνων στην γωνία του δωµατίου, η 

θερµοκρασία κάθε σηµείου του δωµατίου δίνεται από τις συντεταγµένες (x, y, z).  

Στην προηγούµενη παράγραφο είδαµε ότι η παράγωγος µιας συνάρτησης µιας 

µεταβλητής µας ενηµερώνει πόσο γρήγορα µεταβάλλεται η συνάρτηση αν 

µετακινηθούµε κατά µια µικρή απόσταση. Στη περίπτωση µιας συνάρτησης τριών 

µεταβλητών το πρόβληµα είναι πιο πολύπλοκο µια και το πόσο γρήγορα 

µεταβάλλεται η τιµή της συνάρτησης εξαρτάται από την κατεύθυνση που θα 

ακολουθήσουµε.  

Το πρόβληµα γίνεται πιο εύκολο αν χρησιµοποιήσουµε ένα θεώρηµα για τις 

µερικές παραγώγους  

 

T T TdT dx dy dz
x y z

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎟⎜⎟⎜= + ⎟ +⎟ ⎜⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂ ∂⎝ ⎠
⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜  (1.27) 

 

Η σχέση (1.27) µας ενηµερώνει πώς µεταβάλλεται η Τ(x, y, z) αν αλλάξουµε τις τρείς 

µεταβλητές κατά απειροστά ποσά dx, dy, και dz.  

Κοιτάζοντας την (1.27), και την (1.15) βλέπουµε ότι η (1.27) θυµίζει εσωτερικό 

γινόµενο. Έτσι η (1.27) µπορεί να γραφεί ως  

 

( ) ( )( )T T TdT i j k dxi dy j dzk T dl
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎟⎜= + + ⎟⋅ + + = ∇ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (1.28) 
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οπού  το οποίο είναι γνωστό ως το απειροστό διάνυσµα 

µετατόπισης. Το  ονοµάζεται κλίση της Τ. Είναι µια διανυσµατική ποσότητα µε 

τρεις συνιστώσες και αποτελεί τη γενίκευση της παραγώγου που αναζητούµε. Η  

είναι η τρισδιάστατη εκδοχή της (1.26).  

dl dxi dy j dzk= + +

T∇

T∇

Εφόσον η ποσότητα  (T∇ T T Ti j k
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎟⎜= + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
) είναι διάνυσµα σηµαίνει ότι 

έχει κατεύθυνση και µέτρο. Γράφοντας το εσωτερικό γινόµενο (1.28) µε την 

γενικότερη του µορφή παίρνουµε  

 

cosdT T dl T dl θ=∇ ⋅ = ∇  (1.29) 

 

οπού θ είναι η γωνία µεταξύ των  και dl. Κρατώντας σταθερό το µέτρο του T∇ dl  

και ψάχνοντας γύρω – γύρω προς διάφορες κατευθύνσεις (µεταβάλλοντας δηλαδή 

την θ), θα δούµε ότι η µέγιστη µεταβολή της T παρατηρείται στην κατεύθυνση θ = 0. 

Με σταθερό λοιπόν το µέτρο του dl , το dT παίρνει την µέγιστη τιµή του αν κινηθώ 

προς την κατεύθυνση του .  T∇

Η κλίση  δείχνει προς την κατεύθυνση της µέγιστης αύξησης της συνάρτησης 

T.  

T∇

Επιπλέον  

Το µέτρο T∇  µας δίνει την κλίση κατά µήκος της κατεύθυνσης όπου η αύξηση 

της T γίνεται µέγιστη.  

Αν = 0 στο (x, y, z) τότε dT = 0 για µικρές µετατοπίσεις γύρω από το σηµείο 

(x, y, z). Αυτό είναι ένα στάσιµο σηµείο της συνάρτησης T(x, y, z). Μπορεί να είναι 

ένα µέγιστο (κορυφή) ή ένα ελάχιστο (κοιλάδα) ή κάποιο σαγµατικό σηµείο 

(πέρασµα) ή κάποιο σηµείο καµπής (ράχη). Πρόκειται για κατάσταση ανάλογη µε 

εκείνη των συναρτήσεων µιας µεταβλητής, οπού ένας µηδενισµός της παραγωγού 

σηµατοδοτεί την ύπαρξη µέγιστου, ελάχιστου ή σηµείου καµπής της συνάρτησης. Αν 

θέλουµε λοιπόν να βρούµε τα ακρότατα µιας συνάρτησης τριών µεταβλητών βρείτε 

πρώτα τα σηµεία οπού µηδενίζεται η κλίση.  

T∇
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Παράδειγµα 3 

Έστω r(x, y, z) η απόσταση σηµείου (x, y, z) από την αρχή των αξόνων δηλαδή 

2 2r x y z= + + 2 . Ας προσπαθήσουµε πρώτα χωρίς υπολογισµούς να βρούµε το  r∇

και µετά να ελέγξουµε την ορθότητα της πρόβλεψη µας.  

Λύση 

 

z

 
 

Κατά αρχήν ποια είναι η κατεύθυνση του; Φαίνεται ξεκάθαρα ότι ο ρυθµός 

αύξησης του r γίνεται µέγιστος όταν κινούµαστε ακτινικά προς τα έξω 

αποµακρυνόµενοι από την αρχή των αξόνων. Επιπλέον αν αποµακρυνθούµε κατά µια 

απόσταση dl, τότε το dr αυξάνεται κατά ένα ποσό  

 

dl dr=  (1.30) 

 

Έτσι το µέτρο του  προφανώς ισούται µε 1. Άρα το  είναι ένα µοναδιαίο r∇ r∇

διάνυσµα στην ακτινική κατεύθυνση 

 

r r∇ =  (1.31) 

 

(x, y, z)
r

y 

x
Σχήµα 1.10
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Το αποτέλεσµα (1.31) µπορούµε να το επιβαιβεώσουµε χρησιµοποιώντας την  = T∇

T T Ti j k
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎟⎜= + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
. Έτσι έχουµε  

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 2 1 2 1 2
2 2 2

r r r x y zr i j k i j k
x y z x y z y x z x y z

xi y j zk r r
rx y z

∂ ∂ ∂∇ = + + = + +
∂ ∂ ∂ + + + + + +

+ += = =
+ +

=

 

 

1.2.3 Ο Τελεστής ∇  
 

Ο παράγοντας  στην (1.28)ονοµάζεται ‘ανάδελτα’ και δίνεται από την σχέση ∇
 

( )i j k
x y z
∂ ∂ ∂∇= + +
∂ ∂ ∂

  (1.32) 

 
Το ‘ανάδελτα’ δεν είναι ένα συνηθισµένο διάνυσµα. ∆εν έχει κάποιο νόηµα αν δεν 

δράσει πάνω σε µια βαθµωτή συνάρτηση T. Επιπλέον δεν πολλαπλασιάζετε µε την 

βαθµωτή συνάρτηση T άλλα είναι µια εντολή παραγώγισης της T. Για να είµαστε 

ακριβής θα ορίσουµε το ‘ανάδελτα’ ως διανυσµατικό τελεστή που δρα πάνω στην 

συνάρτηση T και όχι σαν διάνυσµα που την πολλαπλασιάζει.  

Παρόλα αυτά το  µιµείται ένα διάνυσµα. Οποιαδήποτε πράξη γίνεται µε 

διανύσµατα γίνεται µε το ∇ .  

∇

Ο τελεστής  µπορεί να δράσει  ∇

1. Πάνω σε µια βαθµωτή συνάρτηση T:  T∇

2. Πάνω σε µια διανυσµατική συνάρτηση v, µέσω του εσωτερικού 

γινόµενου:  (η απόκλιση). v∇⋅

3. Πάνω σε µια διανυσµατική συνάρτηση v, µέσω του εξωτερικού 

γινοµένου:  (ο στροβιλισµός). v∇×

 

1.2.4 Η Απόκλιση 
 

Η απόκλιση ενός διανύσµατος δίνεται από την παρακάτω σχέση 
 

 14



( )x y z

yx z

v i j k iv jv kv
x y z

vv v
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎟⎜∇⋅ = + + ⎟⋅ + + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂∂ ∂+ +

∂ ∂ ∂

 (1.33) 

 
Η απόκλιση µιας διανυσµατικής συνάρτησης είναι ένα βαθµωτό µέγεθος.  

Η γεωµετρική ερµηνεία της απόκλισης είναι ότι δείχνει κατά πόσο η συνάρτηση 

αποκλίνει από το συζήτηση σηµείο. Στα παρακάτω σχήµατα εικονίζονται 2 

συναρτήσεις που δείχνουν η µια αποκλίνει από ένα σηµείο P και η άλλη δεν 

αποκλίνει καθόλου.  

 

 
 

 
 

Σχήµα 1.11: Απόκλιση και µη απόκλιση Πεδίου  

(Από «Εισαγωγή στην Ηλεκτροδυναµική» D.J. Griffiths, Τόµος Ι) 
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Παράδειγµα 4 

(α) Η πρώτη από τις συναρτήσεις που αναφέραµε (δες από τα παραπάνω σχήµατα 

το πρώτο) µοιάζει µε την v1=r, αφού κάθε διάνυσµα δείχνει ακτινικά έξω από 

το σηµείο P και το µήκος του ισούται µε την απόσταση από αυτό 

1v xi y j zk= + +   (1.34) 

 

Η απόκλιση της (1.34) δίνεται από την σχέση (1.33) και δίνει τα εξής 

αποτελέσµατα  

 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 3v x y z
x y z
∂ ∂ ∂∇⋅ = + + = + + =
∂ ∂ ∂

  (1.35) 

 

Η απόκλιση αυτής της συνάρτησης είναι θετικός αριθµός σε συµφωνία µε την 

πρόβλεψη µας. 

(β) Η δεύτερη συνάρτηση, δες δεύτερο από τα παραπάνω σχήµατα, µοιάζει µε v2 =  k

και αποτελείται από µοναδιαία διανύσµατα που έχουν την κατεύθυνση του άξονα 

z. Έτσι από σχέση (1.35) παίρνουµε την απόκλιση της v2 που είναι ίσο µε  

 

2 (0) (0) (1) 0 0 0 0v
x y z
∂ ∂ ∂∇⋅ = + + = + + =
∂ ∂ ∂

 (1.36) 

 

Από την σχέση (1.36) επιβεβαιώνεται ότι η v2 δεν αποκλίνει.  

 

 

1.2.5 Ο Στροβιλισµός  
 

Από τον ορισµό του ‘ανάδελτα’, δες σχέση (1.32), άλλα και του εξωτερικού 

γινοµένου διανυσµάτων, δες σχέση (1.22), προκύπτει ότι 

 

y yx xz z

x y z

i j k
v v vv vv i j k

v
x y z y z z x x y

v v v

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛∂ ⎛ ⎞⎜ ∂ ∂∂ ∂∂ ∂ ∂ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎟⎜⎟ ⎟ ⎟∇× = = − + − + −⎟⎜ ⎜⎜ ⎟ ⎜⎟ ⎟⎟⎜ ⎜⎜⎜ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

⎞∂
⎠
  (1.37) 
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Από την (1.37) προκύπτει ότι ο στροβιλισµός µιας διανυσµατικής συνάρτησης είναι 

επίσης διάνυσµα.  

Ο στροβιλισµός γεωµετρικά µας περιγράφει πόσο στροβιλίζεται ένα διάνυσµα γύρω 

από ένα συγκεκριµένο σηµείο. Το παρακάτω σχήµα απεικονίζει τον στροβιλισµό που 

παρουσιάζει το διάνυσµα v γύρω από ένα σηµείο.  

 

 
 

Σχήµα 1.12: Στροβιλισµός Πεδίου  

(Από «Εισαγωγή στην Ηλεκτροδυναµική» D.J. Griffiths, Τόµος Ι) 

 

Ανακεφαλαιώνοντας το τι είναι απόκλιση και τι στροβιλισµός θα αναφέρω µερικά 

καθηµερινά παραδείγµατα που εκφράζουν αυτά τα 2 φαινόµενα.  

Παράδειγµα θετικής απόκλισης, δηλαδή η το πεδίο αποµακρύνεται προς τα έξω από 

ένα συγκεκριµένο σηµείο, είναι µια πηγή νερού, ενώ παράδειγµα αρνητικής 

απόκλισης είναι µια καταβόθρα. Και στα 2 αυτά παραδείγµατα η διανυσµατική 

συνάρτηση είναι η ταχύτητα του νερού v.  

Παράδειγµα στροβιλισµού είναι οι δίνες που δηµιουργούνται στο νερό.  

 

Παράδειγµα 5 

Η συνάρτηση που περιγράφει το παραπάνω σχήµα είναι η παρακάτω 

 

3v yi x=− + j   (1.38) 
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Βρείτε τον στροβιλισµό της (1.38). 

Λύση 

 

Ο στροβιλισµός µιας διανυσµατικής συνάρτησης δίνεται από την σχέση (1.37). Έτσι 

συνδυάζοντας τις (1.38), (1.37) υπολογίζουµε τον στροβιλισµό της v3 που είναι ίσος 

µε  

3 2

0

i j k

v k
x y z
y x

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ∂ ∂ ∂ ⎟⎜ ⎟∇× = =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜⎝ ⎠

 (1.39) 

 

Όπως περιµέναµε από ορισµό του εξωτερικού γινοµένου ο στροβιλισµός της v3 έχει 

την κατεύθυνση του θετικού άξονα z.  

 

1.2.6 Κανόνες γινόµενων  
 
Κανόνας της Πρόσθεσης  

 

( )d dff g
dx dx dx

+ = + dg  (1.40) 

 
Κανόνας του Πολλαπλασιασµού 
 

( )d kf k
dx dx

= df  (1.41) 

 
Κανόνας Γινοµένου 
 

( )d dgfg f g
dx dx dx

= + df  (1.42) 

 
Κανόνας Πηλίκου 
 

2

df dgg fd f dx dx
dx g g

−⎛ ⎞⎟⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 (1.43) 

 
Παρόµοιες µε τις (1.41), (1.42), (1.43) ιδιότητες ισχύουν και για τις 

διανυσµατικές παραγώγους. Έτσι έχουµε  
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( )
( )
( ) ( )
( ) ( ) (

f g f g
A B A B
A B A B

∇ + =∇ +∇
∇⋅ + = ∇⋅ + ∇⋅
∇× + = ∇× + ∇× )

  (1.44) 

 

Και  

 

( )
( )

( )
( )

( )

kf k f
kA k A

kA k A

∇ = ∇
∇⋅ = ∇⋅

∇× = ∇×

 (1.45) 

 

Οι κανόνες των γινοµένων δεν είναι τόσο απλοί όσο οι κανόνες της πρόσθεσης. 

Γενικότερα υπάρχουν 2 τρόποι για να γραφεί ένα βαθµωτό µέγεθος ως γινόµενο 2 

συναρτήσεων. Αυτοί είναι οι ακόλουθοι  

 

fg (γινόµενο 2 βαθµωτών συναρτήσεων) 

A B⋅  (γινόµενο 2 διανυσµατικών συναρτήσεων) 

 

Οµοίως υπάρχουν 2 τρόποι που µπορεί να γραφεί ένα διάνυσµα και αυτοί είναι οι 

ακόλουθοι 

 

fA  (γινόµενο βαθµωτό επί διάνυσµα) 

A B×  (εξωτερικό γινόµενο διανυσµάτων) 

 

Οι κανόνες που διέπουν το γινόµενο είναι έξι στον αριθµό. Αυτοί είναι οι παρακάτω 

 

( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

fg f g g f
A B A B B A A B B A
fA f A A f
A B B A A B

fA f A A f
A B B A A B A B B A

∇ = ∇ + ∇
∇ ⋅ = × ∇× + × ∇× + ⋅∇ + ⋅∇
∇⋅ = ∇⋅ + ⋅ ∇
∇⋅ × = ⋅ ∇× − ⋅ ∇×

∇× = ∇× − × ∇
∇× × = ⋅∇ − ⋅∇ + ∇⋅ − ∇⋅

  (1.46) 
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1.2.7 ∆εύτερες Παράγωγοι 
 

Είδαµε προηγουµένως ότι η κλίση µιας διανυσµατικής συνάρτησης  είναι 

διάνυσµα. Άρα µπορούµε να υπολογίσουµε την απόκλιση και τον στροβιλισµό της 

κλίσης οι οποίες είναι ίσες µε  

T∇

 
( )
( )

T

T

∇⋅ ∇

∇× ∇
 (1.47) 

 
Επίσης γνωρίζουµε ότι η απόκλιση µιας διανυσµατικής συνάρτησης είναι 

βαθµωτό µέγεθος οπότε το µόνο που µπορούµε να υπολογίσουµε είναι η κλίση της 

απόκλισης. Η οποία εκφράζεται από την σχέση  

 
( )v∇ ∇⋅  (1.48) 

 
Επίσης ο στροβιλισµός µιας διανυσµατικής συνάρτησης είναι ένα διάνυσµα οπότε 

µπορούµε να υπολογίσουµε την απόκλιση και τον στροβιλισµό του. Αυτά δίνονται 

από τις παρακάτω σχέσεις  

 

( )
( )

v

v

∇⋅ ∇×

∇× ∇×
 (1.49) 

 

Αναλύοντας την πρώτη σχέση της (1.47) παίρνουµε ότι  

 

( )
2 2 2

2
2 2 2

T T T T T TT i j k i j k
x y z x y z x y z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎟ ⎟⎜ ⎜∇⋅ ∇ = + + ⎟⋅ + + ⎟= + + =∇⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
T

z k

 (1.50) 

 

Η (1.50) ονοµάζεται Λαπλασιανή του Τ. Η Λαπλασιανή ενός βαθµωτού µεγέθους 

είναι επίσης βαθµωτό µέγεθος. Η Λαπλασιανή µιας διανυσµατικής συνάρτησης είναι 

µια ποσότητα που η x συνιστώσα της είναι η Λαπλασιανή της vx, κ.λ.π..  

 
( ) ( )2 2 2 2( )x yv v i v j v∇ ≡ ∇ + ∇ + ∇   (1.51) 

 
Ο στροβιλισµός της κλίσης είναι πάντα µηδέν 
 

( ) 0T∇× ∇ =  (1.52) 
 

 20



Η σχέση (1.52) προκύπτει από τον ορισµό του εξωτερικού γινοµένου άλλα και 

θυµωµένοι ότι  

 
T T

x y y z
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎟⎜ ⎟⎜⎟= ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

  (1.53) 

 
Η κλίση της απόκλισης, ( )v∇ ∇⋅  είναι µια έννοια η οποία δεν χρησιµοποιείται σε 

φυσικές εφαρµογές. Η κλίση της απόκλισης δεν είναι το ίδιο µε την Λαπλασιανή ενός 

διανύσµατος. ∆ηλαδή ισχύει ότι  

 

( ) (2v v∇ = ∇⋅∇ ≠∇ ∇⋅ )v

v

 (1.54) 

 

Η απόκλιση του στροβιλισµού είναι µηδέν, δηλαδή  

 

( ) 0v∇⋅ ∇× =  (1.55) 

 

Από τον ορισµό του  µπορούµε να δείξουµε ότι ∇

 

( ) ( ) 2v v∇× ∇× =∇ ∇⋅ −∇  (1.56) 

 

1.3 Ολοκληρωτικός Λογισµός  
 

1.3.1 Η Ολοκλήρωση 
 

Έστω ότι η συνάρτηση F(x) είναι µια συνάρτηση µιας µεταβλητής. Το 

Θεµελιώδες Θεώρηµα της ανάλυσης λέει ότι 

 

( ) ( ) ( )
b

a

F x dx f b f a= −∫   (1.57) 

 
Η (1.57) µπορεί να γραφεί και ως  

 

( ) ( )
b

a

df dx f b f a
dx

⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫   (1.58) 
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Οι σχέσεις, (1.57), (1.58) µας ενηµερώνει ότι για να ολοκληρώσετε την F(x) πρέπει 

να βρείτε µια συνάρτηση f(x) που η πρώτη της παράγωγος να ισούται µε F. 

Η γεωµετρική ερµηνεία της ολοκλήρωσης είναι η ακόλουθη. Σύµφωνα µε τον 

ορισµό της παραγώγου µιας συνάρτησης, δες σχέση (1.26), η τελευταία µας δείχνει 

πως µεταβάλλεται η τιµή της συνάρτησης f, όταν πηγαίνετε από το (x) στο (x+dx). Η 

σχέση (1.58) µας πληροφορεί ότι αν τεµαχίσετε το διάστηµα από το α στο b σε πολλά 

µικρά κοµµατάκια dx και προσθέσετε τις µεταβολές df από κάθε µικρό κοµµάτι, το 

αποτέλεσµα θα ισούται µε την συνολική µεταβολή της f : f(b) – f(a). Εποµένως για να 

βρούµε την συνολική µεταβολή µίας συνάρτησης είτε αφαιρούµε τις τιµές στα άκρα 

είτε βήµα –βήµα προσθέτοντας όλες τις µικρές µεταβολές καθώς προχωράτε.  

 

 
Σχήµα 1.13 (Από «Εισαγωγή στην Ηλεκτροδυναµική» D.J. Griffiths, Τόµος Ι) 

 

Είδαµε στις προηγούµενες παραγράφους ότι υπάρχουν τρία είδη παραγωγών 

(κλίση, απόκλιση, στροβιλισµός) άρα το κάθε είδος έχει το δικό του θεµελιώδες 

θεώρηµα . Στην συνέχεια αυτού του κεφαλαίου θα αναλύσουµε το νόηµα των 

θεωρηµάτων αυτών.  

 

1.3.2 Το Θεµελιώδες Θεώρηµα για τις Κλίσεις 

 
Υποθέστε ότι έχουµε µια βαθµωτή συνάρτηση τριών µεταβλητών T(x, y, z). 

Ξεκινώντας από το σηµείο α = (αx, αy, αz) µετακινούµαστε κατά µια µικρή απόσταση 
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dl1. Σύµφωνα µε την εξίσωση (1.29) η µεταβολή της τιµής της συνάρτησης T άλλαξε 

κατά  

 

1( )dT T dl= ∇ ⋅  (1.59) 

 

Οµοίως αν συνεχίσουµε την κίνηση µας από το σηµείο που σταµατήσαµε κατά 

διάστηµα dl2 η απειροστή µεταβολή της Τ είναι ( ) 2T dl∇ ⋅ . Με τον τρόπο αυτό 

µπορούµε να φθάσουµε µέχρι το σηµείο b = (bx, by, bz) (δες παρακάτω σχήµα).  

 

 
Σχήµα 1.14 (Από «Εισαγωγή στην Ηλεκτροδυναµική» D.J. Griffiths, Τόµος Ι) 

 

Είδαµε λοιπόν ότι σε κάθε βήµα της κίνησης µας υπολογίζουµε την κλίση της T και 

την πολλαπλασιάζουµε µε την µετατόπιση dl – βρίσκοντας έτσι την συνολική 

µεταβολή της T. Η συνολική µεταβολή της T κατά την µετάβαση από το a στο b κατά 

µήκος της διαδροµής που έχει επιλεγεί είναι 

 

( ) ( ) (
b

a

T dl T b T a∇ ⋅ = −∫ )  (1.60) 

 

Η σχέση (1.60) εκφράζει το θεµελιώδες θεώρηµα για τις κλίσεις. Από την εξίσωση 

(1.60) προκύπτουν τα εξής πορίσµατα  
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Πόρισµα 1: Το  είναι ανεξάρτητο της διαδροµής που ενώνει 

το a και το b.  

( ) ( ) (
b

a

T dl T b T a∇ ⋅ = −∫ )

Πόρισµα 2: ( ) 0.T dl∇ ⋅ =∫  Ο κύκλος στο σύµβολο της ολοκλήρωσης µας 

πληροφορεί ότι η ολοκλήρωση πρέπει να γίνει κατά µήκος ενός 

κλειστού βρόχου. Από (1.60) βλέπουµε όµως ότι σε αυτήν την 

περίπτωση έχουµε ( ) ( ) 0T a T a− = . 

 

Παράδειγµα 6 

Ελέγξτε το θεώρηµα των κλίσεων για την συνάρτηση παίρνοντας ως σηµείο 2T xy=

α την αρχή των αξόνων (0, 0, 0) και ως σηµείο b το (2, 1, 0) 

Λύση 

 

Ο υπολογισµός του ολοκληρώµατος (1.60) είναι ανεξάρτητος από την διαδροµή 

που θα ακολουθήσουµε για να µετακινηθούµε από το σηµείο α στο σηµείο b.  

Έτσι ακολουθούµε την διαδροµή που εικονίζεται στο παρακάτω σχήµα.  

 

 
Σχήµα 1.15 (Από «Εισαγωγή στην Ηλεκτροδυναµική» D.J. Griffiths, Τόµος Ι) 

 

Η στοιχειώδης µετατόπιση γράφεται ως εξής dl dxi dy j dzk= + +  και το ανάδελτα 

της T είναι ίσο µε 2 2T y i xy j∇ = + . 

Ακολουθώντας το βήµα 1 του παραπάνω σχήµατος παρατηρούµε ότι 

: 0 2, 0, 0x y dy dz→ = = =  

Επίσης βάση των προηγούµενων ισχύει για το τµήµα αυτό ότι  
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2 0T dl y dx∇ ⋅ = =  (1.61) 

 

Έτσι  

 

1

0T dl∇ ⋅ =∫  (1.62) 

 

Ακολουθώντας τώρα το βήµα 2 παρατηρούµε ότι 

 

: 2, : 0 1, 0x y dx dz→ = =  

 

Συνέπεια των παραπάνω παρατηρήσεων είναι  

 

2 4T dl xydy ydy∇ ⋅ = =  (1.63) 

 

Συµβουλευόµενοι την (1.63) έχουµε ότι για το µέρος αυτό παίρνουµε  

 
1
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0

4 2 o
II

T dl ydy y∇ ⋅ = = =∫ ∫ 2   (1.64) 

 

Εποµένως η συνολική µετατόπιση της T είναι αθροίζοντας τις (1.62), (1.64)  

 

2 ( ) ( ) 2 0
b

a

T dl T b T a 2∇ ⋅ = = − = − =∫  (1.65) 

 

Μπορούµε να επιβεβαιώσουµε ότι το ολοκλήρωµα (1.65) είναι ανεξάρτητο από την 

διαδροµή που ακολουθούµε, ακολουθώντας την διαδροµή ΙΙΙ στο παραπάνω σχήµα.  

Παρατηρούµε ότι κατά την διάρκεια της διαδροµής αυτής ισχύει 

 

1 1: 0 2, ,
2 2

x y x dy dx→ = =  
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Σύµφωνα µε τα παραπάνω παίρνουµε  

 
2

2

0

3 2
4III

T dl x dx∇ ⋅ = =∫ ∫  (1.66) 

 

 

1.3.3 Το Θεµελιώδες Θεώρηµα για τις Αποκλίσεις  
 

Το θεµελιώδες θεώρηµα για τις αποκλίσεις εκφράζεται από την παρακάτω σχέση 
 

( )
ό

v d v da
ογκ ς

τ∇ ⋅ = ⋅∫ ∫  (1.67) 

 
Η σχέση (1.67) είναι γνωστή ως Θεώρηµα Gauss, Θεώρηµα Green ή πιο απλά 

Θεώρηµα της απόκλισης. Η σχέση (1.67) µας πληροφορεί ότι το ολοκλήρωµα µιας 

παραγωγού πάνω σε µια περιοχή ( στην συγκεκριµένη περίπτωση ένας όγκος ) 

ισούται µε την τιµή της συνάρτησης στο σύνορο (στην περίπτωση αυτή είναι η 

επιφάνεια που περιβάλει τον όγκο). Το dτ  είναι ο στοιχειώδης όγκος (= και 

το ολοκλήρωµα είναι ένα τριπλό ολοκλήρωµα. Στο δεύτερο µέρος της (1.67) υπάρχει 

ένα επικαµπύλιο ολοκλήρωµα το οποίο είναι ένας κλειστός βρόγχος. Το 

αντιστοιχεί στο απειροστό στοιχείο επιφάνειας. Πρόκειται για ένα διάνυσµα του 

οποίου το µέτρο είναι το εµβαδόν της στοιχειώδους επιφάνειας, η διεύθυνση του είναι 

η κάθετη στην επιφάνεια και η φορά του είναι προς τα έξω.  

)dxdydz

da

Έστω ο όγκος είναι ο κύβος που φαίνεται στο παρακάτω σχήµα  

 

 
Σχήµα 1.16 (Από «Εισαγωγή στην Ηλεκτροδυναµική» D.J. Griffiths, Τόµος Ι) 

 

Το στοιχείο επιφάνειας στην πρώτη του έδρα είναι  
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1 ( )da dydz i=   (1.68) 

 

στην δεξιά έδρα του είναι  

 

2 ( )da dxdz j=   (1.69) 

 

Οµοίως το κάθετο διάνυσµα στην κάτω έδρα είναι  

 

3 ( )(da dxdy k)= −  (1.70) 

 

Το δεύτερό µέρος του ολοκληρώµατος (1.67) έχει να κάνει µε την ολοκλήρωση 

της κάθετης συνιστώσας του v πάνω σε µια κλειστή επιφάνεια, ονοµάζεται ροή του v 

δια µέσου της επιφάνειας.  

 

Παράδειγµα 7 

Ελέγξτε το θεώρηµα της απόκλισης για την συνάρτηση 

( ) ( )2 22 2v y i xy z j yz k= + + +  και τον µοναδιαίο κύβο που βρίσκεται στην αρχή των 

αξόνων (δες παρακάτω σχήµα)  
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Λύση 

 

Από την σχέση (1.67) βλέπουµε ότι πρέπει να υπολογίσουµε την ποσότητα  v∇⋅

(απόκλιση της v). Η ποσότητα αυτή υπολογίζεται ίση µε  

 

2( )v x y∇⋅ = +  (1.71) 

 

Από την (1.71) µπορούµε να υπολογίσουµε το πρώτο µέρος του θεωρήµατος του 

Gauss. Έτσι έχουµε  

 
1 1 1

0 0 0

2( ) 2 ( )
ό

x y d x y dxdydz
γκος

τ+ = +∫ ∫ ∫ ∫  (1.72) 

 

Υπολογίζουµε ένα-ένα τα ολοκληρώµατα της (1.72) και έχουµε τα εξής 

αποτελέσµατα. 

 
1 1

0 0

1 1( ) , 1, 1
2 2

1

0

1x y dx y ydy dz+ = + + = =∫ ∫ ∫  (1.73) 

 

Εποµένως το αποτέλεσµα του πρώτου µέλους της (1.73) µας δίνει αποτέλεσµα  

 

( ) 2
ό

v d
γκος

τ∇ ⋅ =∫  (1.74) 

 

Θα δούµε τώρα τι αποτέλεσµα µας δίνει το δεύτερο µέλος του θεωρήµατος Gauss 

(ροή του v µέσω της επιφάνειας που περικλείει τον όγκο του µοναδιαίου κύβου), 

 

ά

v da
επιφ νεια

⋅∫  (1.75) 
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Θα πρέπει να υπολογίσουµε το επιφανειακό ολοκλήρωµα (1.75) υπολογίζοντας την 

ροή του v µέσω κάθε µιας από τις έδρες του κύβου. Έτσι παρατηρώντας το παραπάνω 

σχήµα έχουµε  

Έδρα (i) 

Το κάθετο διάνυσµα dα σε αυτήν την έδρα είναι το εξής  

 

,da dydzi x 1= =  (1.76) 

 

Όπου  έτσι το επιφανειακό ολοκλήρωµα για αυτήν την έδρα έχουµε  2v d y dydzα⋅ =

 
1 1

2

0 0

1
3

v da y dydz⋅ = =∫ ∫ ∫  (1.77) 

 

Έδρα (ii) 

,da dydzi x 0= − =  (1.78) 

 

Επίσης ισχύει  οπότε το επιφανειακό ολοκλήρωµα µέσω της έδρας 2v da y dydz⋅ = −

(ii) είναι ίσο µε 

 
1 1

2

0 0

1
3

v da y dydz⋅ = − = −∫ ∫ ∫  (1.79) 

 

Οµοίως εργαζόµενοι και για τις άλλες έδρες υπολογίζουµε τα εξής αποτελέσµατα  

Έδρα (iii): ( )
1 1

2

0 0

42
3

v da x y dxdz⋅ = + =∫ ∫ ∫  (1.80) 

 

Έδρα (iv): 
1 1

2

0 0

1
3

v da z dxdz⋅ = − = −∫ ∫ ∫  (1.81) 

 

Έδρα (v):  (1.82) 
1 1

0 0

2v da ydxdy⋅ = =∫ ∫ ∫ 1
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Έδρα (vi):  (1.83) 0v da⋅ =∫
 

Αθροίζοντας τώρα τα αποτελέσµατα των (1.77), (1.79), (1.80), (1.81), (1.82), (1.83) 

υπολογίζουµε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα του δευτέρου µέρους του θεωρήµατος 

του Gauss. Εποµένως η συνολική ροή είναι ίση µε  

 

1 1 4 1 1 0 2
3 3 3 3ά

v da
επιφ νεια

⋅ = − + − + + =∫  

 

Εποµένως όπως σωστά περιµέναµε και το δεύτερο µέρος του θεωρήµατος του Gauss 

δίνει αποτέλεσµα όπως το πρώτο ίσο µε 2. 

 

1.3.4 Το Θεµελιώδες Θεώρηµα για τους Στροβιλισµούς  
 

Το Θεµελιώδες θεώρηµα για τους στροβιλισµούς είναι γνωστό ως θεώρηµα 

Stokes και εκφράζεται από την παρακάτω σχέση  

 

( )
ά ή

ή

v da v dl
επιφ νεια συνοριακ

γραµµ

∇× ⋅ = ⋅∫ ∫   (1.84) 

 

Την σχέση (1.84) την διέπουν τα εξής πορίσµατα 

 

Πόρισµα 1: Το  εξαρτάται µόνο από την συνοριακή γραµµή και όχι 

από την επιφάνεια που χρησιµοποιείται.  

( )
ά

v da
επιφ νεια

∇× ⋅∫

Πόρισµα 2: Για οποιαδήποτε κλειστή επιφάνεια ισχύει ( ) 0
ά

v da
επιφ νεια

∇× ⋅ =∫  

 

Η κατεύθυνση του dα για µια κλειστή επιφάνεια είναι προς τα έξω. Για µια 

ανοικτή όµως επιφάνεια βρίσκεται µε τον κανόνα του δεξιού χεριού: αν τα δάκτυλα 

σας κλείνουν µε φορά την ίδια µε εκείνη του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος, τότε ο 

αντίχειρας σας δείχνει προς την κατεύθυνση του dα. 
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Σχήµα 1.17 (Από «Εισαγωγή στην Ηλεκτροδυναµική» D.J. Griffiths, Τόµος Ι) 

 

Παράδειγµα 8 

Υποθέστε ότι 2(2 3 ) (4 )v xz y j yz= + + 2 k . Ας ελέγξουµε το θεώρηµα του Stokes 

για το τετράγωνο που φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 

 

 
Σχήµα 1.18 (Από «Εισαγωγή στην Ηλεκτροδυναµική» D.J. Griffiths, Τόµος Ι) 

 

Λύση 

Από σχέση (1.84) βλέπουµε ότι για να επιβεβαιώσουµε το θεώρηµα του Stokes 

θα πρέπει να υπολογίσουµε 2 ολοκληρώµατα. 

Ο στροβιλισµός του v υπολογίζεται ίσος µε  

 
2(4 2 ) 2v z x i z∇× = − + k  (1.85) 
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Επίσης το da µπορεί να υπολογιστεί κοιτώντας το σχήµα της ασκήσεως και 

είναι ίσο µε  

 

da dydzi=  (1.86) 

 

Να τονιστεί ότι διαλέξαµε το da να δείχνει προς τα έξω άρα ολοκληρώνουµε 

πάνω στο σχήµα διαλέγοντας την δεξιόστροφη τροχιά. Για την επιφάνεια αυτή, ισχύει 

x=0. 

Το πρώτο ολοκλήρωµα της (1.84) βάση των (1.85), (1.86) υπολογίζεται ίσο µε  

 

( )
1 1

2

0 0

44
3ά

v da z dydz
επιφ νεια

∇× ⋅ = =∫ ∫ ∫  (1.87) 

 

Το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της (1.84) για να το υπολογίσουµε το σπάµε σε 4 

κοµµάτια σύµφωνα µε το σχήµα της άσκησης και υπολογίζουµε το επικαµπύλιο για 

κάθε µια από τις επιφάνειες αυτές. Έτσι έχουµε: 

(i) x=0, y:0→1, z=0, , 23v dl y dy⋅ =
1

2

0

3 1v dl y dy⋅ = =∫ ∫  

(ii) x=0, y=1, z:0→1, , 24v dl z dz⋅ =
1

2

0

44
3

v dl z dz⋅ = =∫ ∫  

(iii) x=0, y: 1→0, z=1, , 23v dl y dy⋅ =
0

2

1

3 1v dl y dy⋅ = =∫ ∫ −  

(iv) x=0, y=0, z: 1→0, , 0v dl⋅ = 0v dl⋅ =∫  

 

Αθροίζοντας τα παραπάνω αποτελέσµατα υπολογίζουµε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα 

της (1.84) που είναι ίσο µε  

 

41 1 0
3 3

v dl⋅ = + − + =∫
4  (1.88) 

 

Από αποτελέσµατα (1.87), (1.88) επιβεβαιώνεται το θεώρηµα του Stokes.  
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1.4 Καµπυλόγραµµές Συντεταγµένες  
 

1.4.1 Σφαιρικές Συντεταγµένες  
 

Οι σφαιρικές συντεταγµένες (r, θ, φ) ενός σηµείου P ορίζονται στο παρακάτω 

σχήµα . 

 

Σχήµα 1.19: Σφαιρικές Συντεταγµένες  

(Από «Εισαγωγή στην Ηλεκτροδυναµική» D.J. Griffiths, Τόµος Ι) 

 

Στο παραπάνω σχήµα οι σφαιρικές συντεταγµένες (r, θ, φ) ορίζονται αναλυτικά 

ως εξής  

 

Ως r ορίζεται η απόσταση του σηµείου P από την αρχή των αξόνων. Μπορεί να 

πάρει τιµές από 0 έως ∞. 

Ως θ,η οποία ονοµάζεται πολική γωνία, ορίζεται η γωνία που σχηµατίζει το r µε 

τον άξονα z. Μπορεί να παίρνει τιµές από 0 έως π. 

Ως φ, η ποία ονοµάζεται αζιµουθιακή γωνία, ορίζεται η γωνία που σχηµατίζει η 

προβολή του r στο επίπεδο xy µε τον άξονα x. Παίρνει τιµές από 0 έως 2π.  

 

Οι σχέσεις που διέπουν τις σφαιρικές συντεταγµένες µε τις Καρτεσιανές είναι οι 

ακόλουθές  
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sin cos
sin sin
cos

x r
y r
z r

θ φ
θ φ
θ

=
=
=

  (1.89) 

 

Εποµένως ένα διάνυσµα όπως µπορεί να γραφεί συνάρτηση των Καρτεσιανών 

συντεταγµένων µπορεί να γραφεί συνάρτηση των σφαιρικών συντεταγµένων 

σύµφωνα µε την παρακάτω σχέση  

 

rA A r Aθ φθ φ= + + Α   (1.90) 

 

Η πιο σηµαντική διαφορά που παρουσιάζουν τα µοναδιαία διανύσµατα των 

σφαιρικών συντεταγµένων συγκριτικά µε τα µοναδιαία των Καρτεσιανών είναι ότι σε 

αντίθεση µε τα , ,j kι  που έχουν σταθερή διεύθυνση τα µοναδιαία των σφαιρικών 

, ,r θ φ  η διεύθυνση τους εξαρτάται από το σηµείο P. Για αυτό το λόγο τα µοναδιαία 

διανύσµατα βάσης των σφαιρικών συντεταγµένων έχουν µη µηδενικές παραγώγους.  

Το απειροστό στοιχείο µήκους στην κατεύθυνση του  φαίνεται και από το 

παρακάτω σχήµα είναι ίσο µε  

r

 

 

Σχήµα 1.20: Στοιχειώδης Μετατόπιση κατά την διεύθυνση  r

 (Από «Εισαγωγή στην Ηλεκτροδυναµική» D.J. Griffiths, Τόµος Ι) 

 

rdl dr=  (1.91) 
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Οµοίως παρατηρώντας το παρακάτω σχήµα η στοιχειώδης µετατόπιση κατά την 

διεύθυνση του θ  είναι ίση µε  

 

 

Σχήµα 1.21: Στοιχειώδης Μετατόπιση κατά την διεύθυνση  θ

(Από «Εισαγωγή στην Ηλεκτροδυναµική» D.J. Griffiths, Τόµος Ι) 

 

dl rdθ θ=  (1.92) 

 

Τέλος παρατηρώντας το παρακάτω σχήµα η στοιχειώδης µετατόπιση κατά την 

διεύθυνση του φ  δίνεται από την σχέση  

 

 

Σχήµα 1.22: Στοιχειώδης Μετατόπιση κατά την διεύθυνση φ  

(Από «Εισαγωγή στην Ηλεκτροδυναµική» D.J. Griffiths, Τόµος Ι) 
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sindl r dφ θ φ=  (1.93) 

 

Από τις σχέσεις (1.91), (1.92), (1.93) προκύπτει ότι ο στοιχειώδης όγκος dτ (= 

rdl dl dlθ φ ) σε σφαιρικές συντεταγµένες γράφεται ως  

 
2 sind r drd dτ θ θ= φ  (1.94) 

 

Επίσης από τις σχέσεις (1.91), (1.92), (1.93) το στοιχειώδης διάνυσµα 

µετατόπισης γράφεται ως εξής  

 

sindl drr rd r dθθ θ φφ= + +  (1.95) 

 

∆εν υπάρχει όµως συγκεκριµένη έκφραση για τα στοιχεία επιφάνειας dα αφού 

αυτά εξαρτώνται εξ ολοκλήρου από τον προσανατολισµό της επιφάνειας.  

Π.χ. εάν ολοκληρώσετε πάνω στην επιφάνεια µιας σφαίρας τότε το r παραµένει 

σταθερό ενώ οι θ, φ αλλάζουν. Έτσι  

 
2 sinda dl dl r r rθ φ θ= =  (1.96) 

 

εάν τώρα ολοκληρώσετε πάνω σε µια επιφάνεια που βρίσκετε πάνω στο επίπεδο xy 

τότε η πολική γωνία θ παραµένει σταθερή και ίση µε 2
π  και η στοιχειώδης 

επιφάνεια δίνεται από την σχέση  

 

sinrda dl dl r drd rdrdφθ θ φθ φ= = = θ   (1.97) 

 

Η κλίση, απόκλιση, στροβιλισµός και η λαπλασιανή µιας συνάρτησης v σε 

σφαιρικές συντεταγµένες δίνονται στον παρακάτω πίνακα 
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 Σφαιρικές Συντεταγµένες  

Κλίση, 

 ( )T∇

1 1
sin

T T Tv r
r r r

θ φ
θ θ φ

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂
 

Απόκλιση, 

 ( )v∇⋅
( ) ( )2

2

1 1 1sin
sin sinr

v
v r v v

r r r r
φ

θθ
θ θ θ

∂∂ ∂
∇ ⋅ = + +

φ∂ ∂ ∂
 

Στροβιλισµ

ός, ( )  v∇×
 

Λαπλασιαν

ή,   2T∇

2
2 2

2 2 2 2

1 1 1sin
sin sin

T TT r
r r r r r

θ 2

T
θ θ θ θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ φ
 

( ) (1 1 1 1sin ( )
sin sin

rv vv v r rv r
r r r r r

φ
φ φθ θ

θ θ φ θ φ
∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂∂ ∂ ∂⎡∇× = − + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣⎣ ⎦⎣ ⎦

 

 

Παράδειγµα 9 

Βρείτε τον όγκο µιας σφαίρας ακτίνας R 

Λύση 

Όγκος = 
2 2 3

2 2 2

0 0 0 0 0 0

4sin sin (2)(2 )
3 3

r R R

ό r

Rd r drd d r dr d d
φ πθ π π π

γκος θ φ

3Rτ θ θ φ θ θ φ π π
== =

= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ =

 

 

1.4.2 Κυλινδρικές Συντεταγµένες  
 

Οι κυλινδρικές συντεταγµένες (r, φ, z) του σηµείου P ορίζονται στο παρακάτω 
σχήµα .  
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Σχήµα 1.23: Κυλινδρικές Συντεταγµένες 
 (Από «Εισαγωγή στην Ηλεκτροδυναµική» D.J. Griffiths, Τόµος Ι) 

 
Οι συντεταγµένες αυτές ορίζονται ως εξής  
Το r ορίζεται ως η απόσταση του σηµείου P από τον άξονα z. Παίρνει τιµές από 0 

έως άπειρο. 
Το φ έχει τον ίδιο ορισµό µε τις σφαιρικές συντεταγµένες. 
Οι σχέσεις που διέπουν τις κυλινδρικές συντεταγµένες µε τις Καρτεσιανές 

εκφράζονται από τις παρακάτω σχέσεις  
 

cos
sin

x r
y r
z z

φ
φ

=
=
=

  (1.98) 

 
Οµοίως οι απειροστές µετατοπίσεις κατά µήκος των µοναδιαίων διανυσµάτων 

των κυλινδρικών συντεταγµένων δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις  
 

r

z

dl dr
dl rd
dl dz

φ φ
=
=

=

  (1.99) 

 
Οπότε η στοιχειώδης µετατόπιση dl και ο στοιχειώδης όγκος δίνονται από τις 

παρακάτω σχέσεις  
 

dl drr rd dzz
d rdrd dz

φφ
τ φ
= + +
=

 (1.100) 

 
Οι τιµές που µπορούν να πάρουν οι κάθε µια από τις κυλινδρικές συντεταγµένες 

είναι οι εξής  
Το r µεταβάλλεται από το 0 →∞, το φ από το 0→2π και το z από το −∞ έως το +∞.  
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Η κλίση, απόκλιση, στροβιλισµός και η λαπλασιανή σε κυλινδρικές 
συντεταγµένες γράφονται ως εξής  

 
 Κυλινδρικές Συντεταγµένες  

Κλίση,  ( )T∇ 1T T TT r
r r z

φ
φ

z∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂
 

Απόκλιση,  ( )v∇⋅ ( ) ( )1 1 z
r

vv rv v
r r r zφφ

∂∂ ∂
∇ ⋅ = + +

∂ ∂ ∂
 

Στροβιλισµός, ( )  v∇× 1 1 ( )z r zvv v vv r rv
r z z r r r

φ
φφ rv z

φ φ
∂⎛ ⎞ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞∇× = − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎝ ⎠

∂

Λαπλασιανή,   2T∇ 2 2
2

2 2 2

1 1T TT r
r r r r zφ

T∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞∇ = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 
 

1.5 Επαναληπτικές Ασκήσεις  
 
1. Βρείτε τις κλίσεις των παρακάτω συναρτήσεων 

(α) 2 3( , , ) 4f x y z x y z= + +  
(β) 2 3 4( , , )f x y z x y z=  
(γ) ( , , ) sin( ) ln( )xf x y z e y z=   
 

2. Το ύψος κάποιου λόφου δίνεται από την 
2 2( , ) 10(2 3 4 18 28 12)h x y xy x y x y= − − − + +  

 
όπου x και y είναι αντίστοιχα οι αποστάσεις ανατολικά και βόρεια κάποιας 

συγκεκριµένης πόλης (που βρίσκεται στην αρχή των αξόνων). 

(α) Σε ποιο σηµείο βρίσκεται η κορυφή του λόφου 

(β) Πόσο είναι το ύψος του 

(γ) Πόσο απότοµη είναι η κλίση του λόφου σε ένα σηµείο που βρίσκεται 1 µίλι 

ανατολικά και 1 µίλι βόρεια της πόλης ; Προς ποια κατεύθυνση, στο σηµείο 

αυτό, η κλίση του λόφου γίνεται πιο απότοµη; 

 

3. Υπολογίστε την απόκλιση των παρακάτω διανυσµατικών συναρτήσεων ; 
(α) 2

1 3 2v x i xy j xzk= + −  

(β) 2 2 2v xyi yz j yzk= + +   
 

4. ∆είξτε ότι ( ) ( ) ( )tv t v t v∇⋅ = ∇ ⋅ + ∇ ⋅  όπου t είναι µια βαθµωτή συνάρτηση και v 
είναι µια διανυσµατική συνάρτηση. 
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5. Επαληθεύστε τον κανόνα γινοµένου ( ) ( ) (A B B A A B)∇⋅ × = ⋅ ∇× − ⋅ ∇× για τις 

συναρτήσεις 
2 3

3 2

A xi y j zk

B yi x j

= + +

= −
 

(β) Κάντε το ίδιο για τον κανόνα του γινοµένου 
( ) ( )( ) ( ) ( )A B A B B A A B B A∇ ⋅ = × ∇× + × ∇× + ⋅∇ + ⋅∇  

(γ) Το ίδιο για τον κανόνα ( ) ( ) ( )A B B A A B∇⋅ × = ⋅ ∇× − ⋅ ∇×  
 

6. Υπολογίστε την λαπλασιανή των παρακάτω συναρτήσεων 
(α)  2 2 3T x xy z= + + + 4

z(β)  sin sin sinT x y=

(γ) 2 3 2v x i xz j xzk= + −  
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