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Κινηµατική ανάλυση

§ Περιγραφή της διάταξης του ροµπότ στον χώρο 
§ Ευθεία κινηµατική ανάλυση

□Ποια είναι η θέση και ο προσανατολισµός του άκρου (εργαλείου, 
αρπάγης) όταν ξέρω τις µεταβλητές των αρθρώσεων;

§ Αντίστροφη κινηµατική ανάλυση.
□Ποιες µεταβλητές των αρθρώσεων επιτυγχάνουν µία επιθυµητή θέση 
και προσανατολισµό του άκρου;
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Ευθύ κινηµατικό πρόβληµα επίπεδου βραχίονα 3 β.ε.

§ Περιγραφή του επίπεδου βραχίονα 3 β.ε.
§ Ορισµός πλαισίων (βάσης, συνδέσµων, άκρου)

§ Ορισµός των και µεταβλητών των αρθρώσεων

§ Γενικά οι µεταβλητές των αρθρώσεων συµβολίζονται µε qi
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Ευθύ κινηµατικό πρόβληµα για επίπεδο πολικό βραχίονα 2 β.ε.

Παράδειγµα

Δεδοµένα:

Ζητούµενα:
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Εξισώσεις για το ευθύ κινηµατικό πρόβληµα:
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Ο προσανατολισµός αντιστοιχεί στην γωνία θ

µεταβλητές των αρθρώσεων συµβολίζονται µςε
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Στόχος

Για ένα στόχο έξω από τον χώρο εργασίας του ροµπότ δεν  υπάρχει λύση 

Βασικό ερώτηµα 1: Υπάρχει λύση για το αντίστροφο κινηµατικό 
πρόβληµα;

Αν υπάρχουν περιορισµοί στις µεταβλητές των αρθρώσεων, τότε οι πιθανές λύσεις 
να µην είναι όλες εφαρµόσιµες

Vrml Inverse Kinematics - No solution

Αντίστροφο κινηµατικό πρόβληµα και βασικά ερωτήµατα
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Goal

Για ένα στόχο µέσα στον χώρο εργασίας του ροµπότ 
πιθανόν να υπάρχουν πάνω από µία λύσεις, ή ακόµα 
και να µην υπάρχουν λύσεις όπως π.χ. στην 
περίπτωση ύπαρξης ανυπέρβλητων εµποδίων 

Βασικό ερώτηµα 2: Υπάρχει µία µόνο λύση ;

Κανόνες επιλογής λύσης

Αντίστροφο κινηµατικό πρόβληµα και βασικά ερωτήµατα
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Αντίστροφο κινηµατικό για επίπεδο πολικό βραχίονα 

Παράδειγµα

Δεδοµένα:

Ζητούµενα:
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Εξισώσεις από το ευθύ κινηµατικό πρόβληµα
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Να υλοποιηθεί πρόγραµµα που να εκτελεί τα παρακάτω για τον προηγούµενο βραχίονα:
(1) Επιλύει το ευθύ κινηµατικό πρόβληµα και απεικονίζει το ροµπότ σε ένα figure για 
θέσεις που έχει δώσει ο χρήστης

(2) Επιλύει το αντίστροφο κινηµατικό πρόβληµα
(3) Απεικονίζει σε ένα figure τον χώρο εργασίας του παρακάτω βραχίονα.

%LAB4_Askisi1
clc;  clear all; close all
fprintf('Πολικος Επιπεδος Βραχιονας\n\n');

a=1;
while a==1

fprintf('(1)Επίλυση του ευθύ κινηµατικού προβλήµατος\n');
fprintf('(2)Επίλυση του αντιστροφου κινηµατικού προβλήµατος\n');
fprintf('(3)Απεικονιση του χωρου εργασιας\n');
fprintf('(4)Τελος προγραµµατος\n\n');

select=input('Τι θελεις να γινει;\n');
switch select

case 1 
fprintf('ΕΠΕΛΕΞΕΣ ΤΟ ΕΥΘΥ ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ\n');

th=input('Δώσε τιµή για την περιστροφική άρθρωση (σε deg):');
theta=th*pi/180;% Αναγωγη deg σε rad

d=input('Δώσε  τιµή  για την πρισµατική άρθρωση (σε cm):');

px=d*cos(theta);
py=d*sin(theta);
fprintf('Οι συντεταγµενες του ακρου ειναι:\n');
fprintf(' px=%6.2f cm\n py=%6.2f cm\n',px,py)

line([0 px],[0 py],'linewidth',5)
hold on 
plot(0,0,'ko','linewidth',15)
grid on

case 2
fprintf('ΕΠΕΛΕΞΕΣ ΤΟ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟ 

ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ\n');
pxd=input('Δώσε τιµή για το px του ακρου 

(σε cm):');
pyd=input('Δώσε τιµή για το py του ακρου 

(σε cm):');

thetad=atan2(pyd,pxd);
thd=thetad*180/pi;

d=sqrt(pxd^2+pyd^2);
fprintf(' theta=%6.2f deg\n d=%6.2f 

cm\n',thd,d);

case 3
fprintf('ΕΠΕΛΕΞΕΣ ΤΗΝ ΠΡΟΒΟΛΗ ΤΟΥ ΧΩΡΟΥ 

ΕΡΓΑΣΙΑΣ ΤΟΥ ΒΡΑΧΙΟΝΑ\n');
for k=0:.1:2*pi

for d=10:1:20;
px=d*cos(k);
py=d*sin(k);
plot(px,py,'.')
hold on
end

end
axis equal

case 4
a=0;

end

end

Υλοποίηση στο MATLAB: Αντίστροφο κινηµατικό πρόβληµα για επίπεδο πολικό βραχίονα 2.β.3 
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Βοηθητικά µαθηµατικά εργαλεία

0 90 x y
90 180 x y

arc tan2(y,x)
180 90 x y
90 0 x y

£ q £ gia + +é
ê £ q £ gia - +êq = =
ê- £ q £ - gia - -
ê

- £ q £ gia + -ë

Η συνάρτηση arctan2(y,x) επιστρέφει την γωνία στο σωστό τεταρτηµόριο

x

y

 c
2 = a2 + b2 − 2ab cos(ab

∧

)

a

b

c

Νόµος των συνηµητόνων

   cos(x ± y) = cos(x)cos(y) ∓ sin(x)sin(y)

Τριγωνοµετρικές ταυτότητες

  sin(x ± y) = sin(x)cos(y)± sin(y)cos(x)

  

sin(θ) = β
cos(θ) = α
θ = a tan2(β,α)

Αν θέλω να υπολογίσω µία
άγνωστη γωνία θ, υπολογίζω
το ηµίτονο και το συνηµίτονο
αυτής και χρησιµοποιώ την
atan2(y,x)θ: από –π µέχρι +π
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Υπολογισµός της θέσης του καρπού όταν ξέρουµε την θέση και τον προσανατολισµό 
του άκρου

l2
l1

l3

θ2

θ1

θ3

x

y

Oι συντεταγµένες του καρπού xw, yw
µπορούν να υπολογιστούν εύκολα από τις 
παρακάτω σχέσεις:

Δεδοµένα: Θέλουµε το άκρο του ροµπότ  να έχει 
συντεταγµένες Χd, Υd και να σχηµατίζει γωνία 
φd ως προς τον άξονα x.

xd, yd

xw,yw

Σηµείο καρπού
(wrist point)

Ζητούµενο: οι γωνίες των αρθρώσεων q1, q2, q3

φ
d

 φd =θ1 +θ2 +θ3

Από τις γωνίες των αρθρώσεων και τον 
επιθυµητό προσανατολισµό µπορώ να γράψω 
ότι

 xd − xw = l3 cos(φd )⇒ xw = xd − l3 cos(φd )

 yd − yw = l3 sin(φd )⇒ yw = yd − l3 sin(φd )

 xw = l1c1 + l2c12

 yw = l1s1 + l2s12

Επίσης, οι συντεταγµένες του καρπού xw, yw µπορούν να υπολογιστούν εύκολα από το ευθύ 
κινηµατικό πρόβληµα για την θέση του καρπού:

Αντίστροφη κινηµατική ανάλυση του επίπεδου βραχίονα µε 3 β.ε.
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φd =θ1 +θ2 +θ3

 xw = l1c1 + l2c12

 yw = l1s1 + l2s12

Αν τετραγωνίσουµε τις δύο τελευταίες εξισώσεις και τις προσθέσουµε, έχουµε

 xw
2 +yw

2 = l1
2 + l2

2 +2l1l2c2
 
c2 =

xw
2 +yw

2 − l1
2 − l2

2

2l1l2

 −1 ≤ c2 ≤ 1

Αν αυτό δεν ισχύει
τότε ο στόχος µας δεν
µπορεί να επιτευχθεί. 

Λύση:

Μπορούµε να γράψουµε s2 = ± 1− c2
2 θ2 =Atan2(s2 ,c2 )

Το διπλό πρόσηµο ± αντιστοιχεί στην πολλαπλή λύση µε τον αγκώνα του 
βραχίονα πάνω ή κάτω. 

Αντίστροφη κινηµατική ανάλυση του επίπεδου βραχίονα µε 3 β.ε.
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λύση συνέχεια:

Για τον υπολογισµό της ψαπό το νόµο 
των συνηµίτονων στο γραµµοσκιασµένο τρίγωνο 

 

cψ =
xw

2 +yw
2 + l1

2 − l2
2

2l1 xw
2 +yw

2

 β =Atan2(yw ,xw )Επίσης

όπου η λύση δίνεται για τιµές της ψ>0  δηλαδή από 0 έως 180 ώστε να διατηρηθεί η
γεωµετρία του σχήµατος

θ1 = β ±ψΠαρατηρήστε ότι

 θ3 = φd −θ1 −θ2
Εποµένως

L2
L1

L3

θ2

θ1

θ3

θ’2

xw,yw

β

ψ

Σημείο καρπού

x

y

θ’1

sψ = ± 1− cψ
2 ψ =Atan2(sψ ,cψ )

Δρ. Φασουλάς ΓιάννηςΑντίστροφη κινηµατική ανάλυση του επίπεδου βραχίονα µε 3 β.ε.
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 xw = xd − l3 cos(φd )

 yw = yd − l3 sin(φd )

 
c2 =

xw
2 +yw

2 − l1
2 − l2

2

2l1l2

 −1 ≤ c2 ≤ 1

s2 = ± 1− c2
2

θ2 =Atan2(s2 ,c2 )

θ1 = β ±ψ

 β =Atan2(yw ,xw )

 

cψ =
xw

2 +yw
2 + l1

2 − l2
2

2l1 xw
2 +yw

2

sψ = ± 1− cψ
2

ψ =Atan2(sψ ,cψ )

 0 ≤ψ ≤ π

Αλγόριθµος αντίστροφου κινηµατικού για επίπεδο βραχίονα 3.β.ε.  

 θ3 = φd −θ1 −θ2

 yd , xd ,φd
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θ2  < 0 αγκώνας πάνω
θ2  > 0 αγκώνας κάτω

θ1 = β + ψ αγκώνας πάνω     ψ = abs(atan2(sψ,cψ))
θ1 = β - ψ  αγκώνας κάτω ψ = abs(atan2(-sψ,cψ))

L2
L1

L3

θ2

θ1

θ3

θ’2

xw,yw

β

ψ

Σημείο καρπού

x

y

θ’1

Παρατηρήσεις
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Έστω%ο%παρακάτω%επίπεδος%βραχίονας%δύο%περιστροφικών%αρθρώσεων%θ1,%θ2%με%μήκη%
συνδέσμων%L1%=%L2%(δεν%υπάρχουν%περιορισμοί%στις%αρθρώσεις%του%ρομπότ%δηλαδή,%τα%
θ1,%θ2%μπορούν%να%πάρουν%οποιαδήποτε%τιμή).%%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
α)%Πόσες%λύσεις%υπάρχουν%για%το%αντίστροφο%κινηματικό%πρόβλημα%για%την%δεδομένη%%
θέση%(xe=%0,%ye=%L1);.%Σχεδιάστε%το%βραχίονα%σε%αυτές%τις%λύσεις.%%
%
β)% Υπάρχει% κάποιο% σημείο% (x,y)% του% χώρου% εργασίας% για% το% οποίο% υπάρχουν% άπειρες%
λύσεις%για%το%αντίστροφο%κινηματικό%πρόβλημα;%Αν%ναι,%να%υποδείξετε%αυτή%την%θέση.%%
%
γ)% Υπάρχει% κάποιο% σημείο% (x,y)% του% χώρου% εργασίας% για% το% οποίο% υπάρχει% μοναδική%
λύση%για%το%αντίστροφο%κινηματικό%πρόβλημα?%Αν%ναι,%να%υποδείξετε%αυτή%την%θέση.%Αν%
νομίζεται%ότι%υπάρχουν%περισσότερα%από%ένα%σημεία%σχεδιάστε%τον%γεωμετρικό%τόπο%
των%σημείων%αυτών.%%
%
δ)% Σχεδιάστε% το% χώρο% εργασίας% του% βραχίονα% στην% περίπτωση% που% L2% =% L1/2% και%
απαντήστε%ξανά%τα%ερώτηματα%β%και%γ.%

(xe,ye)

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ
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Ευθύ κινηµατικό βραχίονα 4 β.ε. στον τρισδιάστατο χώρο

Επέκταση στον τρισδιάστατο χώρο
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Ευθύ κινηµατικό βραχίονα 4 β.ε. στον τρισδιάστατο χώρο
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Αντίστροφο κινηµατικό βραχίονα 4 β.ε. στον τρισδιάστατο χώρο

z′ = & − ( )! = * = ) + ,"

-# = ./.02(,, ))

),
,,
&,
5

-$, -", -%

q Αρχικά υπολογίζω το

q Δεδοµένα η θέση x,y,z και ο προσανατολισµός φ του
βραχίονα.

q Ακολούθως ανάγω το πρόβληµα σε συντεταγµένες
του πλαισίου {x’,y’,z’}:

q Επιλύω το αντίστροφο κινηµατικό για τον επίπεδο
βραχίονα 3.β.ε. για τις γωνίες
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Ευθύ και αντίστροφο κινηµατικό βραχίονα 4 β.ε. στον τρισδιάστατο χώρο


