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Περισσότερα για τις 
στροφές και τον 
προσανατολισµό
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Περισσότερα για τις στροφές και τον προσανατολισµό

§ Η στροφή ενός ΣΣ µπορεί να αντιστοιχηθεί σε ένα πίνακα στροφής
§ Ο πίνακας στροφής έχει 9 στοιχεία
§ Ο πίνακας στροφής µπορεί να παραµετροποιηθεί µε διάφορους 
τρόπους:

— Γωνίες στροφής γύρω από σταθερό πλαίσιο συντεταγµένων
— Γωνίες στροφής γύρω από κινούµενο πλαίσιο συντεταγµένων (γωνίες Euler)
— Στροφή γύρω από ισοδύναµο άξονα
— Με τετραδόνια (quaternions)
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Προσανατολισµός µε τοπική παραµετροποίηση του πίνακα στροφής

3 Ανεξάρτητοι παράµετροι

3 Γωνίες στροφής γύρω από τους βασικούς άξονες του 
αδρανειακού πλαισίου

3 Γωνίες στροφής γύρω από τους βασικούς άξονες του 
κινουµένου πλαισίου

ΓΩΝΙΕΣ EULER Ζ-Υ-Χ

Γωνία στροφής γύρω από 

R

ΒΑΣΙΚΕΣ ΓΩΝΙΕΣ Χ-Υ-Ζ

γωνίες Roll, Pitch, Yaw
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Προσανατολισµός µε 3 γωνίες στροφής 
§ Έστω δύο πλαίσια {Α} και {Β} τα οποία αρχικά ταυτίζονται

§ Έστω τώρα ότι το {Β} λαµβάνει τον παρακάτω προσανατολισµό

§ Αν και ο προσανατολισµός αυτός µπορεί να προκύψει
µε άπειρους τρόπους, µπορούµε να τον δηµιουργήσουµε
α) µε βασικές στροφές γύρω από τους ακίνητους άξονες του {Α}
ή
β) µε βασικές στροφές γύρω από τους κινούµενους άξονες του {Β}

§ Πλαίσιο {Α}: το αδρανειακό πλαίσιο του κόσµου
§ Πλαίσιο {Β}: κινούµενο πλαίσιο



28Δρ. Ι. Φασουλάς ΡΟΜΠΟΤΙΚΗ Ι − Τµήµα Μηχανολόγων ΜηχανικώνΕΛΜΕΠΑ

Arot(y , )b

Arot(z , )a { }B

ab XYZR ( , , ) rot(z, ) rot(y, ) rot(x, )g b a = a × b × g

Arot(x , )g{A}
{A}

Axe Aye

Aze

Αντί να περιγράφουμε τον προσανατολισμό με τον πίνακα στροφής
Χρησιμοποιούμε μόνο τις γωνίες γ,β,α που λέγονται βασικές γωνίες Χ-Υ-
Ζ γύρω από σταθερούς άξονες.

Γωνίες 

Βασικές στροφές Χ-Υ-Ζ γύρω από τους ακίνητους άξονες του {Α} 
(γ,β,α)
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Γωνίες 

ab XYZR ( , , ) rot(z, ) rot(y, ) rot(x, )g b a = a × b × g

{A}

Axe Aye

Aze

Διαφορετική ερμηνεία του 
παραπάνω πίνακα στροφής

Brot(z , )a Brot(y , )b Brot(x , )g { }B

ZYX Γωνίες Euler = (α,β,γ)

{A}à{B}

{A}

Αντί να περιγράφουμε τον προσανατολισμό με τον πίνακα στροφής
Χρησιμοποιούμε μόνο τις γωνίες α, β, γ, που λέγονται ΖΥΧ γωνίες Euler
(γύρω από τους κινούμενους άξονες).

Ερµηνεύοντας διαφορετικά τον πίνακα στροφής που προέκυψε πριν
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ΖΥΧ Γωνίες Euler

{ } { ( )}A Bº 0
Brot(z , )a Brot(y , )b Brot(x , )g { }B

ZYX Γωνίες Euler

ab ZYXR ( , , ) rot(z, ) rot(y, ) rot(x, )a b g = a × b × g =

c s 0 c 0 s 1 0 0
s c 0 0 1 0 0 c s
0 0 1 s 0 c 0 s c

a a b b
a a g g

b b g g

-é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú= × × -ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú-ë û ë û ë û

c c c s s s c c s c s s
s c s s s c c s s c c s
s c s c c

a b a b g a g a b g a g

a b a b g a g a b g a g

b b g b g

é ù- +
ê ú= + -ê ú
ê ú-ë û

Roll

PitchYaw

{A} {B(0)}=

ab XYZ=R ( , , )g b a

Βασικές στροφές Ζ-Υ-Χ γύρω από τους κινούµενους άξονες του {Β} 

(α, β, γ)

Προκύπτει ίδιος πίνακας στροφής µε αυτόν που αντιστοιχεί στις βασικές
στροφές Χ-Υ-Ζ γύρω από τους ακίνητους άξονες του {Α}
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βασικές γωνίες στροφής 
Χ(φx)-Υ(φy)-Ζ(φz)

γωνίες Euler 
Ζ(φz)-Υ(φy)-Χ(φx)

 rot(z,α) ⋅ rot(y,β) ⋅ rot(x,γ)

Σύνοψη

c s 0 c 0 s 1 0 0
s c 0 0 1 0 0 c s
0 0 1 s 0 c 0 s c

-é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú= × × - =ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú-ë û ë û ë û

a a b b
a a g g

b b g g

c c c s s s c c s c s s
s c s s s c c s s c c s
s c s c c

a b a b g a g a b g a g

a b a b g a g a b g a g

b b g b g

é ù- +
ê ú+ -ê ú
ê ú-ë û

φz=α
φy=β
φx=γ

Δίνουν ίδιο πίνακα στροφής
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Γωνία στροφής γύρω από ισοδύναµο άξονα (θεώρηµα του EULER)
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k:µοναδιαίο άνυσµα

§ Σύµφωνα µε το θεώρηµα του Euler κάθε προσανατολισµός µπορεί να εκφραστεί από µια
στροφή γύρω από έναν κατάλληλο σταθερό άξονα κατά µία γωνία θ.

§ Η περιγραφή ενός προσανατολισµού µε µια γωνία γύρω
από ισοδύναµο άξονα δεν είναι µοναδική.
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Γωνία στροφής και ισοδύναµος άξονας περιστροφής από πίνακα στροφής

Έστω ένας πίνακας στροφής R µε στοιχεία rij, αποδεικνύεται ότι σε 
αυτόν τον πίνακα στροφής αντιστοιχεί

ο άξονας περιστροφής k και η γωνία περιστροφής θ : 

32 23
11 22 33

13 31

21 12

r r
r r r 1 1arccos , k r r

2 2sin
r r

-é ù
+ + -æ ö ê úq = = -ç ÷ ê úqè ø ê ú-ë û

Η αντιστοιχία «Πίνακας Στροφής» σε έκφραση «Άξονα-Γωνίας» δεν είναι µοναδική 

π.χ. Αν  επιλεχθεί σαν γωνία η 2π-θ τότε ο άξονας που βρίσκουµε είναι ο -k

Γωνία στροφής και ισοδύναµος άξονας
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Παράδειγµα 1: Γωνία στροφής και ισοδύναµος άξονας (1/2)
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ΛΥΣΗ: 
 

Για τον πίνακα στροφής έχουµε .      Η γωνία υπολογίζεται ως   

και ο αντίστοιχος άξονας περιστροφής είναι      
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{A}à{B}

Rot(k,θ)

Rot(z, φ)

άξονας k=στροφή κατά Rot(z,ψ) του άξονα y του {Α}
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Rot(k, )Rot(z, )= q j

Παράδειγµα 2: Γωνία στροφής και ισοδύναµος άξονας
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It is common practice to refer to all 3-angle representations as Euler angles but this
is underspecified since there are twelve different types to choose from. The par-
ticular angle sequence is often a convention within a particular technological field.

The ZYZ sequence

(2.13)

is commonly used in aeronautics and mechanical dynamics, and is used in the Toolbox.
The Euler angles are the 3-vector ¡ = (φ, θ, ψ).

For example, to compute the equivalent rotation matrix for ¡ = (0.1, 0.2, 0.3) we
write

>> R = rotz(0.1) * roty(0.2) * rotz(0.3);

or more conveniently

>> R = eul2r(0.1, 0.2, 0.3)
R =
    0.9021   -0.3836    0.1977
    0.3875    0.9216    0.0198
   -0.1898    0.0587    0.9801

The inverse problem is finding the Euler angles that correspond to a given rotation
matrix

>> gamma = tr2eul(R)
gamma =
    0.1000    0.2000    0.3000

However if θ  is negative

>> R = eul2r(0.1 , -0.2, 0.3)
R =
    0.9021   -0.3836   -0.1977
    0.3875    0.9216   -0.0198
    0.1898   -0.0587    0.9801

the inverse function
>> tr2eul(R)
ans =
   -3.0416    0.2000   -2.8416

returns a positive value for θ  and quite different values for φ and ψ . However the cor-
responding rotation matrix

>> eul2r(ans)
ans =
    0.9021   -0.3836   -0.1977
    0.3875    0.9216   -0.0198
    0.1898   -0.0587    0.9801

is the same – the two different sets of Euler angles correspond to the one rotation
matrix. The mapping from rotation matrix to Euler angles is not unique and always
returns a positive angle for θ .

Leonhard Euler (1707–1783) was a Swiss mathematician and physicist who dominated eighteenth
century mathematics. He was a student of Johann Bernoulli and applied new mathematical tech-
niques such as calculus to many problems in mechanics and optics. He also developed the func-
tional notation, y = F(x), that we use today. In robotics we use his rotation theorem and his equa-
tions of motion in rotational dynamics.

He was prolific and his collected works fill 75 volumes. Almost half of this was produced dur-
ing the last seventeen years of his life when he was completely blind.

2.2  ·  Representing Pose in 3-Dimensions


