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Κινηµατική ανάλυση ροµποτικών βραχιόνων

§ Περιγραφή της διάταξης του ροµπότ στον χώρο 
§ Ευθεία κινηµατική ανάλυση

□Ποια είναι η θέση και ο προσανατολισµός του άκρου (εργαλείου, 
αρπάγης) όταν ξέρω τις γωνίες των αρθρώσεων;

§ Αντίστροφη κινηµατική ανάλυση.
□Ποιες γωνίες αρθρώσεων επιτυγχάνουν µία επιθυµητή θέση και 
ένα επιθυµητό προσανατολισµό του άκρου;
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Σχέση συνδέσµων και αρθρώσεων ροµποτικών µηχανισµών
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Figure 3.1: Numbering conventions for an AdeptOne robot.

the end-effector and the joints, and introduces the manipulator Jacobian
for a robot. Finally, in Section 5 we extend some of the main results of
this chapter to redundant manipulators and parallel mechanisms.

2 Forward Kinematics

2.1 Problem statement

The forward kinematics of a robot determines the configuration of the
end-effector (the gripper or tool mounted on the end of the robot) given
the relative configurations of each pair of adjacent links of the robot. In
this section, we restrict ourselves to open-chain manipulators in which
the links form a single serial chain and each pair of links is connected
either by a revolute joint or a prismatic (sliding) joint. To fix notation,
we number the joints from 1 to n, starting at the base, and number the
links such that joint i connects links i − 1 and i. Link 0 is taken to be
the base of the manipulator and link n is attached rigidly to the end-
effector. Figure 3.1 illustrates our choice of notational conventions for an
AdeptOne robot (a type of SCARA manipulator).

The joint space Q of a manipulator consists of all possible values of
the joint variables of the robot. This is also the configuration space of
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Σύνδεσµος :Θεωρείται ένα σώµα που συνδέει δύο γειτονικές αρθρώσεις

Ένας σύνδεσµος µπορεί να οριστεί κινηµατικά από την σχετική 
θέση των 2 αξόνων που περιγράφουν τις γειτονικές αρθρώσεις  

Άρθρωση i+1Άρθρωση i

Μήκος συνδέσµου ai       Γωνία κάµψης αi
Παράµετροι που καθορίζονται αποκλειστικά από την γεωµετρία του 

συνδέσµου

Βασική αρχή (ιδέα): Να βρούµε παραµέτρους που να περιγράφουν τον σύνδεσµο
αλλά και πώς αυτός τοποθετείται στο χώρο αναφορικά µε τους 
γειτονικούς του

Μαθηµατική µοντελοποίηση συνδέσων
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Περιγραφή συνδέσµου «i»

a i

αi

Μήκος συνδέσμου ai ΚΑΙ Γωνία κάμψηςαi

Περιγ
ραφή συνδέ

σµου « i »

Ο σύνδεσµος i συνδέει τους άξονες των αρθρώσεων i και i+1

άξονας i+1

άξονας i

Περιγραφή συνδέσµου «i-1»
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Σχετική µετατόπιση και προσανατολισµός του συνδέσµου «i» ως προς τον «i-1»
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Σχετική θέση συνδέσµου «i» από τον προηγούµενο του «i-1»

άξονας i-1

ai-1

αi-1

άξονας i

σύνδε
σµος i-1

Απέχει απόσταση di
πάνω στον άξονα i

Είναι  στραµµένος 
κατά θi γύρω από τον
άξονα i

ai

Αποµάκρυνση di και γωνία άρθρωσης θi

λαµβάνουν αλγεβρικές τιµές

σύνδεσµος i
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Τοποθέτηση πλαισίων στους συνδέσµους

άξονας i-1

αi-1

άξονας i

σύνδεσ
μος i-1 di

θi

ai-1

ai
σύνδεσμος i

z
y

x

Δεξιόστροφα
Πλαίσια Συντεταγµένων

Η περιγραφή κάθε συνδέσµου γίνεται από ένα Π.Σ. τοποθετηµένο 
στην αρχή του  

Zi-1

Xi-1{i-1}

Zi

Χi

{i}
di = απόσταση του Xi από τον Xi-1 σε κατά µήκος του Zi

θi = γωνία του Xi από τον Xi-1 γύρω από τον Zi
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Τοποθέτηση πλαισίων στο σύνδεσµο της βάσης και του άκρου του ροµπότ

Όταν η µεταβλητή της άρθρωσης 1 είναι 0 το πλαίσιο βάσης {0}
συµπίπτει µε το πλαίσιο {1} του πρώτου συνδέσµου

Τοποθέτηση πλαισίου στον τελευταίο σύνδεσµο

Όταν η µεταβλητή της άρθρωσης n είναι 0 o xn στο 

πλαίσιο {n} συµπίπτει µε τον xn-1 του πλαισίου {n-1}

Τοποθέτηση πλαισίου στο σύνδεσµο της σταθερής βάσης (Πλαίσιο βάσης {0}):
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Τοποθέτηση πλαισίου στο σύνδεσµο της σταθερής βάσης (Πλαίσιο βάσης {0})

Περιστροφική 
άρθρωση

Πρισµατική 
άρθρωση

Όταν η µεταβλητή της άρθρωσης 1 είναι 0 το πλαίσιο βάσης {0}
συµπίπτει µε το πλαίσιο {1} του πρώτου συνδέσµου

Περιγραφή
συνδέσµου 0

όταν

όταν
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Τοποθέτηση πλαισίου στον τελευταίο σύνδεσµο {n}

Όταν η µεταβλητή της άρθρωσης n είναι 0 o xn στο 
πλαίσιο {n} συµπίπτει µε τον xn-1 του πλαισίου {n-1}

Αρχή του 
θέση όπου 

όταν

όταν

Περιστροφική 
άρθρωση

Πρισµατική 
άρθρωση

Περιγραφή
συνδέσµου n Αρχή του {n} στην 

Συµβολή της κοινής καθέτου και 
του άξονα n
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Σύνοψη

di

Μετρούνται πάνω, και γύρω από τον zi

θi

ai-1

Xi-1

xi
ai

Αποµάκρυνση di Γωνία άρθρωσης θi

Μήκος συνδέσµου ai Γωνία κάµψης αi

Ο Σύνδεσµος i και οι παράµετροι του  

Άξονας zi-1 Άξονας zi Άξονας zi+1

αi

ai = απόσταση από Zi σε Zi+1 κατά µήκος του Xi

αi = γωνία από Zi σε Zi+1 γύρω από Xi

di = απόσταση του Xi από τον Xi-1 σε κατά µήκος του Zi

θi = γωνία του Xi από τον Xi-1 γύρω από τον Zi

Οι  δύο πρώτοι παράµετροι του συνδέσµου “
i ” περιγράφουν την γεωµετρία του 
συνδέσµου και οι δύο επόµενοι 

την σχετική του τοποθέτηση από  τον 
προηγούµενο σύνδεσµο “ i-1 “
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108 S. M. LaValle: Planning Algorithms

xi

xi−1

di

zi

θi

xi

zi xi−1

(a) (b)

ai−1

zi−1 zi

xi−1

αi−1

xi−1

zi−1zi

(c) (d)

Figure 3.15: Definitions of the four DH parameters: di, θi, ai−1, αi−1. The zi- and
xi−1-axes in (b) and (d), respectively, are pointing outward. Any parameter may
be positive, zero, or negative.

appropriate body frames to represent each of the links. The first three links allow
the hand (called an end-effector) to make large movements in W , and the last
three enable the hand to achieve a desired orientation. There are six degrees of
freedom, each of which arises from a revolute joint. The body frames are shown in
Figure 3.16, and the corresponding DH parameters are given in Figure 3.17. Each
transformation matrix Ti is a function of θi; hence, it is written Ti(θi). The other
parameters are fixed for this example. Only θ1, θ2, . . ., θ6 are allowed to vary.

The parameters from Figure 3.17 may be substituted into the homogeneous
transformation matrices to obtain

T1(θ1) =







cos θ1 − sin θ1 0 0
sin θ1 cos θ1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1







, (3.58)

T2(θ2) =







cos θ2 − sin θ2 0 0
0 0 1 d2

− sin θ2 − cos θ2 0 0
0 0 0 1







, (3.59)

Παρατηρήσεις σχετικά µε την τοποθέτηση των πλαισίων

 

0x  

0y  

0 1z z=  

1x  

1y  
1q  
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0
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0

d 0
a

=
=
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1 0 {0} {1}q = ® º
 

Περιστροφική 
άρθρωση 

{0}
{1}

 

 

0x  

0y  

0z  

1x  
1y  

0

0

1

a 0
0
0

a
q

=
=
=

 

1d 0 {0} {1}= ® º
 

Πρισµατική 
άρθρωση 

{1}  

1z  

{0}  1d  

Τοποθέτηση πλαισίου στο σύνδεσµο της 
σταθερής βάσης (Πλαίσιο βάσης {0})
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nq  

n 1z -  

n 1x -  nx  
nz  

Άξονας n-1 Άξονας n 

n n n 10 x xq -= ® =
 

nd 0=  

Περιστροφική 
άρθρωση 

 

n 1z -  

n 1x -  
nx  

nz  
Άξονας n-1 Άξονας n 

n n n 1d 0 x x -= ® =
 

n 0q =  

Πρισµατική 
άρθρωση 

nd
 

 
gi−1,i = gr(x,α i−1)gp(x,ai−1)gr(z,θ i )gp(z,di )

Παρατηρήσεις σχετικά µε την τοποθέτηση των πλαισίων
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Να βρεθεί το µήκος του συνδέσµου ai-1 στους συνδέσµους του σχήµατος

 
i 1-  i  

L  

 

L  
i  

i 1-  

 

 L  

i  

i 1-  

 

i 1-  
L  

i  

 

i 1-  

i  L  

(α) (β)

(γ) (δ)

(ε) Απάντηση: (α) ai-1=L,  (β) ai-1=0 , (γ) ai-1=L, (δ) ai-1=0, (ε) ai-1=0

Παραδείγµατα:
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Από τα πλαίσια των συνδέσµων στις παραµέτρους D-H

άξονας i-1

ai-1

αi-1

άξονας i

σύνδε
σµος i-1 di

θi

ai

σύνδεσµος i

Zi-1

Xi-1

Zi

Χi

Μας βοηθάνε να περιγράψουµε
την σχέση του πλαισίου (συνδέσµου)

{i} ως προς το {i-1}

ai-1 = απόσταση από Zi-1 σε Zi κατά µήκος του Xi-1

αi-1 = γωνία από Zi-1 σε Zi γύρω από Xi-1

di = απόσταση του Xi από τον Xi-1 σε κατά µήκος του Zi

θi = γωνία του Xi από τον Xi-1 γύρω από τον Zi

i 1,ig -

{i-1}

{i}

Παράµετροι για την περιγραφή του συνδέσµου ai-1

Παράµετροι για την σχετική τοποθέτηση του 
συνδέσµουaiως προς τον ai-1
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Μετασχηµατισµός πλαισίων 

άξονας i-1

ai-1

αi-1

άξονας i

σύνδεσ
μος i-1

diθi

ai

σύνδεσμος i

Zi-1

Xi-1

i 1 i 1 i 1Screw(x ,α ,a )- - -

i i iScrew(z ,θ ,d )

p i 1 i 1{R} g (x ,a ) {Q}- -® ®

ZQ

XQ

{i-1}

r i 1 i 1{i 1} g (x ,α ) {R}- -- ® ®

ZR

=XR

r i i{Q} g (z ,θ ) {P}® ®

XP

=ZP

Zi

Χi

p i i{P} g (z ,d ) {i}® ® {i}

gi-1,i = - -Screw x a Screw z di i i i( , , ) ( , , )a q1 1
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Οµογενής µετασχηµατισµός συνδέσµου

gi−1,i =

=

1 0 0 0
0 cαi−1 −sαi−1 0

0 sαi−1 cαi−1 0

0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

1 0 0 ai−1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

cθi −sθi 0 0

sθi cθi 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 di
0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

=

cθi −sθi 0 ai−1
sθicαi−1 cθicαi−1 −sαi−1 −sαi−1di
sθisαi−1 cθisαi−1 cαi−1 cαi−1di
0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

 

gi−1,i = Screw(xi−1 ,α i−1 ,ai−1)⋅Screw(zi ,θ i ,di )

        = gr(xi−1 ,α i−1)gp(xi−1 ,ai−1)( ) gr(zi ,θ i )gp(zi ,di )( )
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Κινηµατικές εξισώσεις για την περιγραφή των πλαισίων (συνδέσµων) {i-1} και {i}

q i iº q

q di iº

g0n (q1,.., qn ) = g01g12...gn−1,n

gi−1,i =

ci −si 0 ai−1
si cαi−1( ) cicαi−1 − sαi−1( ) − sαi−1( )di
si sαi−1( ) ci sαi−1( ) cαi−1( ) cαi−1( )di
0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

= gi−1,i (qi )

a
i−1 α

i−1 d
i

ϑ
i

Η Λύση για το ευθύ κινηµατικό πρόβληµα προκύπτει πολύ εύκολα από 
την παρακάτω σχέση ανάµεσα στους ΟΜ µεταξύ των συνδέσµων  

Για περιστροφική άρθρωση

Για πρισµατική άρθρωση

Παράµετροι που απαιτούνται για τον υπολογισµό του παραπάνω Ο.Μ.
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140

>> L.A(0.5)
ans =
    0.8776   -0.0000    0.4794    0.1755
    0.4794    0.0000   -0.8776    0.0959
         0    1.0000    0.0000    0.1000
         0         0         0    1.0000

is a 4× 4 homogeneous transformation. Various link parameters can be read or al-
tered, for example

>> L.RP
ans =
     R

indicates that the link is prismatic and
>> L.a
ans =
    0.2000

returns the kinematic parameter a. Finally a link can contain an offset

>> L.offset = 0.5;
>> L.A(0)
ans =
    0.8776   -0.0000    0.4794    0.1755
    0.4794    0.0000   -0.8776    0.0959
         0    1.0000    0.0000    0.1000
         0         0         0    1.0000

which is added to the joint variable before computing the link transform and will be
discussed in more detail in Sect. 7.5.1.

7.2 lForward Kinematics

The forward kinematics is often expressed in functional form

(7.3)

with the end-effector pose as a function of joint coordinates. Using homogeneous trans-
formations this is simply the product of the individual link transformation matrices
given by Eq. 7.2 which for an N-axis manipulator is

(7.4)

The forward kinematic solution can be computed for any serial-link manipulator
irrespective of the number of joints or the types of joints. Determining the Denavit-
Hartenberg parameters for each of the robot’s links is described in more detail in
Sect. 7.5.2.

The pose of the end-effector ξE∼ TE∈ SE(3) has six degrees of freedom – three in
translation and three in rotation. Therefore robot manipulators commonly have six
joints or degrees of freedom to allow them to achieve an arbitrary end-effector pose.
The overall manipulator transform is frequently written as T6 for a 6-axis robot.

Richard Hartenberg (1907–1997) was born in Chicago and studied for his degrees at the University
of Wisconsin, Madison. He served in the merchant marine and studied aeronautics for two years at
the University of Goettingen with space-flight pioneer Theodor von Karman. He was Professor of
mechanical engineering at Northwestern University where he taught for 56 years. His research in
kinematics led to a revival of interest in this field in the 1960s, and his efforts helped put kinemat-
ics on a scientific basis for use in computer applications in the analysis and design of complex
mechanisms. His also wrote extensively on the history of mechanical engineering.

Chapter 7  ·  Robot Arm Kinematics

Youtube

Σημειώσεις 
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Παράδειγµα: Το ευθύ κινηµατικό πρόβληµα  για Επίπεδο βραχίονας 3 περιστροφικών αρθρώσεων

Το πλαίσιο {0} τοποθετείται σταθερά στην βάση
έτσι ώστε να ταυτίζεται µε το πλαίσιο {1} όταν η
πρώτη µεταβλητή περιστροφής θ1 είναι 0.

Εφόσον ο βραχίονας κείται σε ένα επίπεδο µε όλους τους
άξονες των αρθρώσεων παράλληλους και άρα και τους
άξονες zi οι σύνδεσµοι αποτελούν τις κοινές καθέτους
µεταξύ τους και πάνω τους τοποθετούνται οι άξονες x.

Τα πλαίσια τοποθετηµένα στον βραχίονα φαίνονται στο ίδιο σχήµα. Όλες οι αρθρώσεις είναι
περιστροφικές και εποµένως όταν θα βρίσκονται στις 0 µοίρες όλοι οι x άξονες θα
ευθυγραµµίζονται. Oι άξονες z είναι παράλληλοι και εποµένως οι γωνίες κάµψης αi είναι 0.

H αποµάκρυνση των συνδέσµων di είναι 0 εφόσον ο βραχίονας κείται σε ένα επίπεδο µε τους
άξονες z παράλληλους. Οι παράµετροι των συνδέσµων του βραχίονα δίνονται στο παρακάτω
πίνακα.

Το πλαίσιο κάθε συνδέσµου µπαίνει στην αρχή του 
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Στον πίνακα των παραµέτρων κάθε σειρά περιέχει
όλες τις απαραίτητες παραµέτρους για την
δηµιουργία των οµογενών µετασχηµατισµών
µεταξύ των πλαισίων {i-1}, {i} των γειτονικών
συνδέσµων.

 
gi−1,i = gr(xi−1 ,α i−1)gp(xi−1 ,ai−1)gr(zi ,θ i )gp(zi ,di )
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g12 =
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sθ2 cθ2 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

g23 =
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g03 = g01g12g23 =

c123 −s123 0 l1c1 + l2c12
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Από τους πίνακες µετασχηµατισµών των συνδέσµων
του επίπεδου βραχίονα και µε την χρήση
τριγωνοµετρικών ταυτοτήτων του αθροίσµατος
γωνιών βρίσκουµε τον g03
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Τέλος αν θεωρήσουµε ένα σύστηµα συντεταγµένων στο άκρο του βραχίονα και µε προσανατολισµό ίδιο
µε αυτόν του πλαισίου {3} τότε ο πίνακας µετασχηµατισµού του άκρου του βραχίονα Ε είναι
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Ο σύνθετος µετασχηµατισµός g0e=g03g3e µας δίνει τη θέση και τον 
προσανατολισµό του άκρου του βραχίονα ως προς το ακίνητο 

σύστηµα της βάσης. 


