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ΜΕΡΟΣ ΙΙΙ:
Σφαιρικός Καρπός
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προαπαιτούµενη γνώση
ΖΥΖ γωνίες Euler
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Υπολογισµός των γωνιών α,β,γ ΖΥΖ-Euler από τον πίνακα στροφής

 

Rab(α,β,γ )ZYZ−EULER =
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 sin(β) ≠ 0

Oταν sin(β)=0 έχουμε ιδιάζον σημείο (β=0 ή π ) και κατά σύμβαση  μπορούμε να επιλέξουμε το α=0

Παράδειγµα ΙΙ

§ Rot(z,α)Rot(y,β)Rot(z,γ)=

0< β<π

β = Ata n2 ( r2
31 + r2

32, r33)
α = Ata n2 ( r23

sβ
, r13

sβ )
γ = Ata n2 ( r32

sβ
, −r31

sβ )

µπορούµε να επιλέξουµε τη λύση για 

sin(β ) = + r2
31 + r2

32

αν

cos(β ) = r33εξισώνουµε τα στοιχεία των πινάκων

⇒ β ≠ 0, π
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Oταν β = 0 κατά σύµβαση µπορούµε να επιλέξουµε το α=0

Oταν sin(β)=0 έχουµε ιδιάζον σηµείο (β=0 ή π )

RZYZ =
cγ −sγ 0
sγ cγ 0
0 0 1

β = 0, α = 0, γ = Ata n2(−r12, r11)

Oταν β = π κατά σύµβαση µπορούµε να επιλέξουµε το α=0

RZYZ =
−cγ sγ 0
sγ cγ 0
0 0 −1

β = π , α = 0, γ = Ata n2(r12, − r11)

ο πίνακας ΖΥΖ Euler γίνεται:

Εποµένως η λύση είναι

ο πίνακας ΖΥΖ Euler γίνεται:
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47

Στην περίπτωση πού το άκρο του βραχίονα 
κινείται µέσα στον χώρο τότε η αρπάγη του 
ροµπότ θα έχει τον προσανατολισµό R(t) ο 
οποίος είναι συνάρτηση του χρόνου. 
Μπορούµε, προκειµένου να περιγράψουµε 
τον προσανατολισµό, αντί για τον πίνακα 
στροφής να χρησιµοποιήσουµε τις γωνίες 
EULER-ΖΥΖ.  Όµως η απεικόνιση του πίνακα 
στροφής στις γωνίες zyz για την περίπτωση 
που αναφέρουµε παραπάνω δεν είναι 
µονοσήµαντη.

Σύνοψη
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Σφαιρικός βραχίονας και σφαιρικός καρπός

§ Υλοποιεί τις τρεις απαραίτητες στροφές – βαθµούς ελευθερίας που απαιτούνται
προκειµένου το χειριζόµενο στερεό σώµα να µπορεί να προσανατολισθεί αυθαίρετα
στον χώρο.

§ Πρόβληµα: Ο µηχανολογικός σχεδιασµός : Πως διατάσσονται τρεις αρθρώσεις και
τρεις κινητήρες σε ένα όσο γίνεται µικρότερο χώρο.
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Μια ευρέως διαδεδοµένη λύση : Σφαιρικός καρπός (spherical wrist)

1η Περιστροφή – (Yaw) 

Περιστρέφεται ολόκληρος ο καρπός

2η Περιστροφή – (Pitch or Bend) 

Ό καρπός «σπάει». 

3η Περιστροφή – (Roll) 

Η περιστροφή του τελικού  εργαλείου 
µεταφέρεται µε την βοήθεια  ζεύγους 
κωνικών γραναζιών
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Ο βραχίονας RV2A µε το σφαιρικό του καρπό

2-�2   Names of each part of the robot

�  Robot arm

2.3 Names of each part of the robot

Fig.2-6 � Names of each part of the robot

Mechanical interface
J5 axis

 

J6 axis
 

 

Elbow  

Fore arm

 

Elbow block

J3 axis

Upper arm

J2 axis
 
 

J4 axis
 

 

J1 axis

 
 

Base  

＋  

－  

＋  

－  

＋  
－  

＋  

－  

＋  

－  

＋  －  

Shoulder  

Note)

Note) J4-axis dosen't exist for 5-axis type.



51Δρ. Ι. Φασουλάς ΡΟΜΠΟΤΙΚΗ Ι − Τµήµα Μηχανολόγων Μηχανικών ΕΛΜΕΠΑ

Σημείο καρπού

Σφαιρικός καρπός

Γωνίες ΖΥΖ  Euler
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Παράδειγµα: Το ευθύ κινηµατικό πρόβληµα για τον σφαιρικό καρπό ροµποτικού βραχίονα 

Τυπικός σφαιρικός καρπός βιοµηχανικού ροµπότ

RΟΕ =

nx ox ax
ny oy ay
nz oz az
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Η	αρχή	όλων	των	πλαισίων	είναι
στο	ίδιο	σημείο	w

θ4#

θ5#

θ6#
Zw#

Yw#

Xw#

{w}#

XΗ#

YΗ#

ZΗ#

θ4#

θ5#

θ6#
Zw#

Yw#

Xw#

X4#

Y4#
Z4#

X5#

Z5#

Y5#

{5}#

{w}#
X6#

Y6#

Z6#

{4}#

{6}#

XΗ#

YΗ#

ZΗ#

Βήµα 1ο: Τοποθέτηση πλαισίων στους συνδέσµους

zw
z4
z5
z6

xw,yw
x4
x5
x6
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i a
i!1 "

i!1 d
i

#
i

{w}$ {4} 4 0 0 0 #
4

{4}$ {5} 5 0 !90o 0 #
5

{5}$ {6} 6 0 +90o 0 #
6

gi−1,i ≡

ci −si 0 0

si cα i−1
( ) ci cα i−1

( ) − sα i−1
( ) 0

si sα i−1
( ) ci sα i−1

( ) cα i−1
( ) 0

0 0 0 1
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,  if  α i−1 = 0,   and di = 0

θ4#

θ5#

θ6#
Zw#

Yw#

Xw#

X4#

Y4#
Z4#

X5#

Z5#

Y5#

{5}#

{w}#
X6#

Y6#

Z6#

{4}#

{6}#

XΗ#

YΗ#

ZΗ#

Παράμετροι	σφαιρικού	καρπού

Βήµα 1ο: Εύρεση παραµέτρων D-H (κατά Craig)

Παρατηρήστε		ότι	όλοι	οι	x	άξονες	είναι	παράλληλοι,	δηλαδή	το	ρομπότ	βρίσκεται	στην	θέση	0
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gw4 =

c4 −s4 0 0

s4 c4 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1
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g56 =

c6 −s6 0 0

0 0 −1 0
s6 c6 0 0

0 0 0 1
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cαcβcγ − sα sγ −cαcβsγ − sαcγ cα sβ 0

sαcβcγ + cα sγ −sαcβsγ + cαcγ sα sβ 0
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gw4g45g56 =

c4c5c6 − s4s6 −c4c5s6 − s4c6 c4s5 0

s4c5c6 + c4s6 −s4c5s6 + c4c6 s4s5 0

−s5c6 s5s6 c5 0

0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

=

  

g45 =

c5 −s5 0 0

0 0 1 0
−s5 −c5 0 0

0 0 0 1
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  EulerZYZ (α ,β ,γ )

Δηλαδή, ο προσανατολισµός του καρπού, ως προς το πλαίσιο του καρπού,  καθορίζεται από τις γωνίες θ4, 
θ5 ,θ6 οι οποίες µπορούν να αντιστοιχηθούν στις γωνίες ΖΥΖ-EULER. 

Τί µου θυµίζει ο πίνακας στροφής ???

Άν θέσω θ4=α, θ5=β, θ6=γ

Αν είναι γνωστός ο  επιθυµητός πίνακας στροφής µπορώ να βρω εύκολα τις γωνίες Euler από το πλαίσιο του καρπού {w} 
προς το άκρο και κατά συνέπεια να τις θέσω ως  γωνίες θ4, θ5 ,θ6 στον καρπό του ροµπότ.   

Βήµα 2ο: Υπολογισµός Οµογενών Μετασχηµατισµών και επίλυση ευθύ κινηµατικού προβλήµατος

Ισοδυναµεί µε τον πίνακα στροφής για 
γωνίες Euler ΖΥΖ
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Οι γωνίες ΖΥΖ που 
αντιστοιχούν στον 

επιθυµητό 
προσανατολισµό Rd

ισοδυναµούν µε την λύση 
του αντίστροφου 

κινηµατικού προβλήµατος 
για το σφαιρικό καρπό µε 

γωνίες αρθρώσεων 
θ4, θ5, θ6. 

Παράδειγµα: αντίστροφο κινηµατικό πρόβληµα σφαιρικού καρπού µε γωνίες Euler ZYZ 
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Διαδοχικές περιστροφές των αρθρώσεων για την προσέγγιση επιθυµητού 
προσανατολισµού  
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Πως υπολογίζονται οι ΖαΥβΖγ γωνίες Euler από τον πίνακα στροφής
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Το αντίστροφο κινηµατικό πρόβληµα βραχίονα µε σφαιρικό καρπό

n Η ιδιότητα των τριών τεµνόµενων αξόνων του
καρπού µας επιτρέπει να χωρίσουµε το πρόβληµα
των 6 άγνωστων µεταβλητών των αρθρώσεων σε
δύο προβλήµατα των 3 αγνώστων το καθένα που
ονοµάζονται αντίστροφο κινηµατικό πρόβληµα
θέσης και αντίστροφο κινηµατικό πρόβληµα
προσανατολισµού.

q Πολλά ροµπότ βιοµηχανικού τύπου 6 βαθµών ελευθερίας έχουν ενσωµατωµένο
τον σφαιρικό καρπό στην κινηµατική τους δοµή.

q Ακολουθεί ο υπολογισµός των αντίστοιχων συντεταγµένων του
καρπού από τις επιθυµητές  συντεταγµένες του άκρου όταν 

q γνωρίζουµε τον επιθυµητό προσανατολισµό του άκρου
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Συντεταγµένες του καρπού από τις επιθυµητές συντεταγµένες του άκρου

z6

zH=a

yH=o

xH=n

 
RoH = n o a⎡⎣ ⎤⎦

σηµείο καρπού= Pd− h a

h

Pd{Ο}

Από το άκρο στον καρπό

αρπάγη

σηµείο καρπού

Β: πλαίσιο βάσης ροµπότ

Οι γωνίες του καρπού υπολογίζονται όπως αναφερθήκαµε πριν
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Άλλες λύσεις αντί του σφαιρικού καρπού
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…δύο ακόµη σχεδιασµοί που επιδέχονται λύσεις «κλειστού» τύπου

Ο λεγόµενος «καρπός Cincinatti – Milarcon»  

Πρόκειται για παρόµοιο σχεδιασµό µε τον σφαιρικό καρπό κατά
το ότι οι τρεις άξονες περιστροφής τέµνονται – άρα το
αντίστροφο κινηµατικό πρόβληµα έχει λύση «κλειστού τύπου» .
Η διαφορά έγκειται στο ότι δεν είναι κάθετοι µεταξύ τους,
πράγµα που επιτρέπει στον δεύτερο απεριόριστη περιστροφή.

Ο καρπός του διπλανού σχήµατος έχει το χαρακτηριστικό
ότι ο άξονας της «πρώτης» του περιστροφής είναι
παράλληλος µε τους άξονες των δύο «προηγούµενων»
περιστροφών σε βραχίονα αρθρωτής µορφής. Και στην
περίπτωση αυτή το αντίστροφο κινηµατικό πρόβληµα έχει
λύση «κλειστού τύπου».


