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!

!

Παράδειγμα Το ευθύ κινηματικό πρόβλημα για το  βιομηχανικό 
ρομπότ PUMA 560

Τα πλαίσια κάθε συνδέσμου, στο σχήμα, είναι 
σε θέσεις με μηδενικές γωνίες αρθρώσεων. 
Να βρεθούν οι κινηματικές εξισώσεις του 

βραχίονα . 

{i-1}à {i}

gi−1,i = gr(x,α i−1)gp(x,ai−1)gr(z,θi )gp(z,di )

Το PUMA 560 είναι ένας βραχίονας 6 βαθμών 
ελευθερίας με περιστροφικές  αρθρώσεις. 

Όταν όλα τα x είναι //
=> ο βραχίονας είναι στην θέση 0

d3



67Δρ. Ι. Φασουλάς ΡΟΜΠΟΤΙΚΗ Ι − Τµήµα Μηχανολόγων Μηχανικών ΕΛΜΕΠΑ

Δεν είναι λάθος να τοποθετήσει κάποιος τα πλαίσια με διαφορετικό τρόπο, αρκεί να 
ακολουθεί τις συμβάσεις που έχουμε αναφέρει π.χ. :

Τα πλαίσια κάθε συνδέσμου, στο σχήμα, είναι 
σε θέσεις με μηδενικές γωνίες αρθρώσεων 

ΔΙΑΦΟΡΕΤΙΚΈΣ ΑΠΟ ΑΥΤΕΣ ΤΗΣ 
ΠΡΟΗΓΟΥΜΕΝΗΣ ΔΙΑΦΑΝΕΙΑΣ οπότε και ο 

πίνακας θα είναι διαφορετικός. 

{i-1}à {i}

gi−1,i = gr(x,α i−1)gp(x,ai−1)gr(z,θi )gp(z,di )

3.3. TRANSFORMING KINEMATIC CHAINS OF BODIES 109
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Figure 3.16: The Puma 560 is shown along with the DH parameters and body
frames for each link in the chain. This figure is borrowed from [557] by courtesy
of the authors.

T3(θ3) =







cos θ3 − sin θ3 0 a2

sin θ3 cos θ3 0 0
0 0 1 d3

0 0 0 1







, (3.60)

T4(θ4) =







cos θ4 − sin θ4 0 a3

0 0 −1 −d4

sin θ4 cos θ4 0 0
0 0 0 1







, (3.61)

T5(θ5) =







cos θ5 − sin θ5 0 0
0 0 1 0

− sin θ5 − cos θ5 0 0
0 0 0 1







, (3.62)

and

T6(θ6) =







cos θ6 − sin θ6 0 0
0 0 −1 0

sin θ6 cos θ6 0 0
0 0 0 1







. (3.63)
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Matrix αi−1 ai−1 θi di

T1(θ1) 0 0 θ1 0
T2(θ2) −π/2 0 θ2 d2

T3(θ3) 0 a2 θ3 d3

T4(θ4) π/2 a3 θ4 d4

T5(θ5) −π/2 0 θ5 0
T6(θ6) π/2 0 θ6 0

Figure 3.17: The DH parameters are shown for substitution into each homogeneous
transformation matrix (3.56). Note that a3 and d3 are negative in this example
(they are signed displacements, not distances).

Figure 3.18: A hydrocarbon (octane) molecule with 8 carbon atoms and 18 hy-
drogen atoms (courtesy of the New York University MathMol Library).

A point (x, y, z) in the body frame of the last link A6 appears in W as

T1(θ1)T2(θ2)T3(θ3)T4(θ4)T5(θ5)T6(θ6)







x
y
z
1







. (3.64)

!

Example 3.5 (Transforming Octane) Figure 3.18 shows a ball-and-stick model
of an octane molecule. Each “ball” is an atom, and each “stick” represents a bond
between a pair of atoms. There is a linear chain of eight carbon atoms, and a
bond exists between each consecutive pair of carbons in the chain. There are also
numerous hydrogen atoms, but we will ignore them. Each bond between a pair
of carbons is capable of twisting, as shown in Figure 3.19. Studying the configu-
rations (called conformations) of molecules is an important part of computational

Επίσης	σε	αυτό	το	σχήμα	θεωρώ	ότι	το	πλαίσιο	της	δεύτερης	άρθρωσης	απέχει	απόσταση	d2 από	αυτό	της	
πρώτης	άρθρωσης	(δες	δεύτερη	γραμμή	του	πίνακα).		Τώρα	ο	πίνακας	έχει	περισσότερα	μη	μηδενικά	στοιχεία	
στην	στήλη	di,	το	οποίο	αυξάνει	την	μαθηματική	πολυπλοκότητα	των	υπολογισμών.
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D-H παράμετροι (κατά Craig)

{i-1}à {i}

gi−1,i = gr(x,α i−1)gp(x,ai−1)gr(z,θi )gp(z,di )

gi−1,i =

cθi −sθi 0 ai−1
sθicα i−1 cθicα i−1 −sα i−1 −sα i−1di
sθisα i−1 cθisα i−1 cα i−1 cα i−1di
0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

= gi−1,i(qi )

g01 =

cθ1 −sθ1 0 0

sθ1 cθ1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

g12 =

cθ2 −sθ2 0 0

0 0 1 0
−sθ2 −cθ2 0 0

0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

g23 =

cθ3 −sθ3 0 a2
sθ3 cθ3 0 0

0 0 1 d3
0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

g34 =

cθ4 −sθ4 0 a3
0 0 1 d4

−sθ4 −cθ4 0 0

0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

g45 =

cθ5 −sθ5 0 0

0 0 −1 0
sθ5 cθ5 0 0

0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

g56 =

cθ6 −sθ6 0 0

0 0 1 0
−sθ6 −cθ6 0 0

0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

Πως βολεύει να γίνουν οι υπολογισµοί ? 
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Οι άξονες των αρθρώσεων 2 και 3 είναι πάντα
παράλληλοι έτσι αν πολλαπλασιάσουμε τους g12(q2)
και g23(q3) μπορούμε να εφαρμόσουμε τις
τριγωνομετρικές εξισώσεις του αθροίσματος γωνιών:
c23=c2c3-s2s3, s23=c2s3+s2c3 και να υπολογίσουμε τον g13 
συναρτήσει των c23, s23:

!

g13 =

c23 −s23 0 a2c2
0 0 1 d3

−s23 −c23 0 −a2s2
0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

!

οι άξονες 4, 5, 6 τέμνονται σε ένα
σημείο (καρπός) και το σημείο αυτό
αποτελεί και την αρχή των πλαισίων
{4}, {5}, {6}. Άρα ενδείκνυται να
υπολογίσουμε τον g46 

g46 =

c5c6 −c5s6 −s5 0

s6 c6 0 0

s5c6 −s5s6 c5 0

0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
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g16 =
[ 1rij ]

1p

0 1

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
=

1r11
1r12

1r13
1px

1r21
1r22

1r23
1py

1r31
1r32

1r33
1pz

0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

= g13g34g46

Τα στοιχεία του g16 δίνονται από τις εξισώσεις:

1r11 = c23[c4c5c6 − s4s6]− s23s5c6
1r21 = −s4c5c6 − c4s6
1r31 = −s23[c4c5c6 − s4s6]− c23s5c6

1r12 = −c23[c4c5c6 + s4s6]+ s23s5s6
1r22 = s4c5c6 − c4s6
1r32 = s23[c4c5s6 + s4c6]+ c23s5s6

1r13 = −c23c4s5 − s23c5
1r23 = s4s5
1r33 = s23c4s5 − c23c5

1px = a2c2 + a3c23 −d4s23
1py = d3
1pz = −a3s23 − a2s2 −d4c23



71Δρ. Ι. Φασουλάς ΡΟΜΠΟΤΙΚΗ Ι − Τµήµα Μηχανολόγων Μηχανικών ΕΛΜΕΠΑ

Τέλος τα στοιχεία του g06=g01g16 εκφράζουν τις κινηματικές εξισώσεις του 
PUMA 560 δηλαδή ορίζουν την θέση και τον προσανατολισμό του πλαισίου 

{6} σε σχέση με το πλαίσιο {0}, και δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις:

 

g06 = g01g16 =

r11 r12 r13 px

r21 r22 r23 py

r31 r32 r33 pz

0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

px = c1[a2c2 + a3c23 −d4s23]−d3s1
py = s1[a2c2 + a3c23 −d4s23]−d3c1
pz = −a3s23 − a2s2 −d4c23

r13 = −c1[c23c4s5 + s23c5]− s1s4s5
r23 = −s1[c23c4s5 + s23c5]+ c1s4s5
r33 = s23c4s5 − c23c5

r12 = c1[c23[−c4c5s6 − s4c6]+ s23s5s6]+ s1[c4c6 − s4c5s6]
r22 = s1[c23[−c4c5s6 − s4c6]+ s23s5s6]− c1[c4c6 − s4c5s6]
r32 = −s23[−c4c5s6 − s4c6]+ c23s5s6]

r11 = c1[c23[c4c5c6 − s4s6]− s23s5c6]+ s1[s4c5c6 + c4s6]

r21 = s1[c23[c4c5c6 − s4s6]− s23s5c6⎡⎣ ⎤⎦ − c1[s4c5c6 + c4s6]

r31 = −s23[c4c5c6 − s4s6]− c23s5c6]


