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Μία σύντοµη εισαγωγή στην Τριγωνοµετρία  
µε Ενδεικτικές Ασκήσεις 

 
1. Ονοµασίες – Ορισµοί 
Ο τριγωνοµετρικός κύκλος έχει ακτίνα R=1. Αρχή µέτρησης των τόξων (γωνιών) είναι το Α, 
είτε κατά τη θετική φορά (αριστερόστροφα) οπότε έχουµε θετικά τόξα είτε κατά την αρνητική 
φορά (δεξιόστροφα) οπότε έχουµε αρνητικά τόξα. 

 
Σχήµα 1 Ο τριγωνοµετρικός κύκλος 

Τα τόξα µετρώνται σε ακτίνια. Ο κύκλος έχει 2π ακτίνια και η σχέση τους µε τις µοίρες (ο) 
δίνεται στον παρακάτω πίνακα.  

Πίνακας 1Σχέση Ακτινίων Μοιρών 

1 ακτίνιο = 180ο / π 2π ακτίνια = 360ο 1ο =π/180 ακτίνια 

Σε κάθε σηµείο του τριγωνοµετρικού κύκλου αντιστοιχούν άπειρα τόξα. Για παράδειγµα στο 
σηµείο M αντιστοιχούν όλα τα τόξα της µορφής 2κπ+ω όπου κ ∈] . Στο σηµείο Α 
αντιστοιχούν τα τόξα 2κπ, στο Β τα τόξα 2κπ+π/2, στο Α’ τα τόξα (2κ+1)π και στο Β’ τα τόξα 
2κπ-π/2. 

Σε ένα σηµείο του τριγωνοµετρικού κύκλου Μ(a,b) και για την γωνία ω που σχηµατίζεται µε 
τον άξονα xx’ ορίζουµε τους παρακάτω βασικούς τριγωνοµετρικούς αριθµούς.     

Πίνακας 2 Οι τριγωνοµετρικοί Αριθµοί 

Ηµίτονο sin( )ω  ( )ηµ ω  b
c

 

Συνηµίτονο cos( )ω  ( )σ υ ν ω  a
c

 

Εφαπτοµένη tan( )ω  ( )εφ ω  b
a

 

Συνεφαπτοµένη cot( )ω  ( )σφ ω  a
b

 

Γεωµετρικά η εφαπτοµένη αντιστοιχεί στο τµήµα ΑΜ’ και είναι φανερό ότι δεν ορίζεται για 
τα τόξα 2κπ+π/2 και 2κπ-π/2 και η συνεφαπτοµένη  στο τµήµα ΒΜ” και είναι φανερό ότι δεν 
ορίζεται για τα τόξα 2κπ και (2κ+1)π.  



Τριγωνοµετρία 
∆ρ Ι. Θ. Φαµέλης 

 2

 
Σχήµα 2 Η εφαπτοµένη και η συνεφαπτοµένη 

Ο τριγωνοµετρικός πίνακας χωρίζεται σε τέσσερα τεταρτηµόρια στα οποία τα πρόσηµα του 
ηµιτόνου και συνηµιτόνου των τόξων που αντιστοιχούν σε αυτά δίνονται στο ακόλουθο 
σχήµα.  

 
Σχήµα 3 Το πρόσηµα στα  τεταρτηµόρια  

Στον πίνακα που ακολουθεί παρουσιάζονται οι τιµές των τριγωνοµετρικών αριθµών των 
βασικών τόξων (γωνιών) του πρώτου τεταρτηµόριου.  

Πίνακας 3 Τριγωνοµετρικοί αριθµοί βασικών τόξων 1ου τεταρτηµόριου. 

Γωνία 
ω 

ακτίνια 

Γωνία 
ω 

µοίρες
sin( )ω  cos( )ω  

0  0  0  1 

6
π  30  

1
2

 3
2

 

4
π  45  2

2
 2

2
 

3
π  60  3

2
 

1
2

 

2
π  90  1 0  
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Χρησιµοποιώντας τις ακόλουθες σχέσεις αναγωγής, µπορούµε να σχετίσουµε τους 
τριγωνοµετρικούς αριθµούς τόξων µε τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς τόξων στο 1ο 
τεταρτηµόριο. 

Πίνακας 4 Σχέσεις αναγωγής στο 1ο τεταρτηµόριο 

 ω−  
2
π ω±  π ω±  3

2
π ω±  2κπ ω±  

sin(...)  sin( )ω−  cos( )ω  sin( )ω∓  cos( )ω−  sin( )ω±  
cos(...)  cos( )ω  sin( )ω∓  cos( )ω−  sin( )ω±  cos( )ω  
tan(...)  tan( )ω−  cot( )ω∓  tan( )ω±  cot( )ω∓  tan( )ω±  
cot(...)  cot( )ω−  tan( )ω∓  cot( )ω±  tan( )ω∓  cot( )ω±  

Παίρνοντας τις τετµηµένες και τις τεταγµένες στα παρακάτω σχήµατα είναι εύκολο να 
οδηγηθούµε στις παραπάνω σχέσεις αναγωγής στο 1ο τεταρτηµόριο. 

 

 
Τέλος, είναι φανερό ότι ισχύουν οι παρακάτω βασικοί τριγωνοµετρικοί τύποι. 

Πίνακας 5 Βασικοί Τριγωνοµετρικοί τύποι 

sin( )tan( )
cos( )

ωω
ω

=  1cot( )
tan( )

ω
ω

=  1)(cos)(sin 22 =+ ωω

sin( ) 1 1 sin( ) 1ω ω≤ ⇔ − ≤ ≤  

cos( ) 1 1 cos( ) 1ω ω≤ ⇔ − ≤ ≤  
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Στη συνέχεια παραθέτουµε σε οµάδες τριγωνοµετρικές ταυτότητες που µπορούν να 
αποδειχθούν και έτσι γνωρίζουµε ότι ισχύουν. Η ισχύς τους θεωρείται δεδοµένη και δεν 
απαιτείται  η απόδειξή τους.   
 
3. Τριγωνοµετρικές τιµές αθροισµάτων και διαφορών γωνιών 
 

 
)sin()cos()cos()sin()sin( φωφωφω ±=±  )sin()sin()cos()cos()cos( φωφωφω ∓=±  

)tan()tan(1
)tan()tan()tan(
φω
φωφω

∓
±

=±  
)cot()cot(
1)cot()cot()cot(

φω
φωφω

±
=±

∓  

 
4. Τύποι µετασχηµατισµών  αθροισµάτων ή διαφορών σε γινόµενα και γινοµένων σε 
αθροίσµατα ή διαφορές. 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=+
2

cos
2

sin2)sin()sin( φωφωφω  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=−
2

cos
2

sin2)sin()sin( φωφωφω  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=+
2

cos
2

cos2)cos()cos( φωφωφω  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=−
2

sin
2

sin2)cos()cos( ωφφωφω  

( ) (( )φωφωφω +−−= coscos
2
1)sin()sin( )  

( ) (( )φωφωφω ++−= coscos
2
1)cos()cos( )  

( ) (( )φωφωφω ++−= sinsin
2
1)cos()sin( )  

 
5. Τριγωνοµετρικοί αριθµοί διπλάσιων γωνιών 

 
)cos()sin(2)2sin( ωωω =  

1)(cos2)(sin21)(sin)(cos)2cos( 2222 −=−=−= ωωωωω  

)(tan1
)tan(2)2tan( 2 ω

ωω
−

=  

)
2

(tan1

)
2

tan(2
)sin(

2 ω

ω

ω
+

=  

)
2

(tan1

)
2

(tan1
)cos(

2

2

ω

ω

ω
+

−
=  
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6. Τριγωνοµετρικοί τύποι αποτετραγωνισµού 
 

2 1 sin(2 )sin ( )
2

ωω −
=  

2 1 sin(2 )cos ( )
2

ωω +
=  

2 1 sin(2 )tan ( )
1 sin(2 )

ωω
ω

−
=

+
 

2 1 sin(2 )cot ( )
1 sin(2 )

ωω
ω

+
=

−
 

 
 
7. Τριγωνοµετρικές εξισώσεις 
Στις τριγωνοµετρικές εξισώσεις καλούµαστε να προσδιορίσουµε τα τόξα που ικανοποιούν 
την  εξίσωση. Στον πίνακα που ακολουθεί βλέπουµε τις βασικές τριγωνοµετρικές εξισώσεις. 

x

 
Εξίσωση Λύση 

sin( ) sin( )x φ=  2x κπ φ= +  ή 
(2 1)x κ π φ= + −  

cos( ) cos( )x φ=  2x κπ φ= ±  
tan( ) tan( )x φ=  x κπ φ= +  
cot( ) cot( )x φ=  x κπ φ= +  

 

Για την επίλυση πιο πολύπλοκων εξισώσεων εργαζόµαστε ώστε, µε τη χρήση 
τριγωνοµετρικών ταυτοτήτων και τύπων, να µετατρέψουµε την εξίσωση σε µία εξίσωση (ή ένα 
σύστηµα εξισώσεων) της παραπάνω µορφής.  

7. Νόµοι σε τυχαίο τρίγωνο 
Έστω ότι έχουµε τα ακόλουθο τυχαίο τρίγωνο. 

 
Τότε ισχύουν οι ακόλουθοι νόµοι που συνδέουν τα µήκη των πλευρών του τριγώνου µε τα 
τόξα των γωνιών του. 

Νόµος ηµιτόνου Νόµος συνηµιτόνου 
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sin( ) sin( ) sin( )
a b c
A B

= =
C ) 2 2 2 2 cos(a b c bc A= + −  

 
 
7. Βασικές τριγωνοµετρικές συναρτήσεις 
Στα παρακάτω σχήµατα βλέπουµε τις βασικές τριγωνοµετρικές συναρτήσεις. Είναι φανερό ότι 
είναι περιοδικές συναρτήσεις µε περίοδο 2π η ηµίτονο και η συνηµίτονο και µε περίοδο π η 
εφαπτοµένη και η συνεφαπτοµένη. Πεδίο ορισµού της πρώτης και της δεύτερης είναι όλο το 
ενώ πεδίο τιµών το  [-1,1]. \

 
( ) sin( )f x x=  

 
 

 
 

( ) cos( )f x x=  

 
 
 
 

( ) tan( )f x x=  
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( ) cot( )f x x=  

 
Η εφαπτοµένη και η συνεφαπτοµένη έχουν πεδίο τιµών όλο το  ενώ τα πεδία ορισµού τους 
βρίσκονται εάν από το  αφαιρέσουµε τα σηµεία στα οποία δεν ορίζονται (δείτε παραπάνω). 

\
\

 
Στο παρακάτω σχήµα παρατηρούµε ότι για την συνάρτηση όσο το α µεγαλώνει τόσο 
µικραίνει η περίοδος της συνάρτησης σε 2π/α. 

sin( )ax

( ) sin( ), ( ) sin(2 ), ( ) sin(3 )f x x g x x h x x= = =  

1 2 3 4 5 6

-1

-0.5

0.5

1

 

sin(3 )x

sin( )x

sin(2 )x

Επίσης συνάρτηση όσο το α (θετικό) µεγαλώνει τόσο το πεδίο τιµών µεταβάλλεται σε 
[α,-α]. 

sin( )a x

 

1 2 3 4 5 6

-2

-1

1

2

 

2sin( )x

sin( )x

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης sin( )x θ+ µετατοπίζει τη γραφική παράσταση της 
sin( )x κατά –θ. 
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1 2 3 4 5 6

-1

-0.5

0.5

1

 

sin( )
3

x π
+

sin( )x

Ανάλογη είναι και η συµπεριφορά της συνάρτησης συνηµίτονο. 
 
 
Ενδεικτικές ασκήσεις. 
 

1. Υπολογίστε τα 5sin( ),  cos( ),  cos( )
12 12 12
π π π . 

Λύση: 

Παρατηρώ ότι 
12 4 6
π π π

= − και 
12 3 4
π π π

= − , 5
12 4 6
π π π
= +  

Οπότε 
2 3 2 1 6 2cos( ) cos( ) cos( ) cos( ) sin( )sin( )

12 4 6 4 6 4 6 2 2 2 2 4
3 2 1 2 6 2sin( ) sin( ) sin( ) cos( ) cos( )sin( )

12 3 4 3 4 6 4 2 2 2 2 4
5 2cos( ) cos( ) cos( )cos( ) sin( )sin( )
12 4 6 4 6 4 6 2 2 2 2 4

π π π π π π π

π π π π π π π

π π π π π π π

+
= − = + = ⋅ + ⋅ =

−
= − = − = ⋅ − ⋅ =

−
= + = − = ⋅ − ⋅ =

3 2 1 6 2

 

Το τελευταίο αποδεικνύεται  επίσης χρησιµοποιώντας την σχέση 5
12 2 12
π π π
= −  

Οπότε 5cos( ) cos( ) sin( )
12 2 12 12
π π π π

= − = . 

2. Υπολογίστε το sin( )x y+ εάν είναι γνωστό ότι 3sin( )
5

x = και 5cos( )
13

y = −  και ότι 

το  ανήκει στο 1x ο τεταρτηµόριο και το  στο 3y ο.  

Λύση: 
Υπολογίζω τα  

2

2

9 16 4cos( ) 1 sin ( ) 1
25 25 5

25 144 12sin( ) 1 cos ( ) 1
169 169 13

x x

y y

= − = − = =

= − − = − − = − = −

 

Των οποίων το πρόσηµο καθορίζεται από το τεταρτηµόριο στο οποίο ανήκουν. Οπότε 
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3 5 4 12 6sin( ) sin( ) cos( ) cos( )sin( )
5 13 5 13 65

x y x y x y ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + = − + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

3  

 
3. Να αποδείξετε ότι αν , ισχύει: ,x y∈\ 2 2sin( )sin( ) sin ( ) sin ( )x y x y x+ − = − y  
Λύση: 
1ος τρόπος: 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

sin( )sin( ) (sin( ) cos( ) cos( )sin( ))(sin( ) cos( ) cos( )sin( ))
(sin ( ) cos ( ) cos ( )sin ( )) sin ( )(1 sin ( )) (1 sin ( ))sin ( )
sin ( ) sin ( )sin ( ) sin ( ) sin ( )sin ( ) sin ( ) sin

x y x y x y x y x y x y
x y x y x y x y
x x y y y x x

+ − = + −

− = − − −

− − + = − ( )y

=

=  

Εναλλακτικά χρησιµοποιώντας τον τύπο ( ) (( )φωφωφω +−−= coscos
2
1)sin()sin( )  

2 2 2

1sin( )sin( ) (cos(( ) ( )) cos(( ) ( ))
2

1 1(cos(2 ) cos(2 )) (1 2sin ( ) 1 2sin ( )) sin ( ) sin ( )
2 2

x y x y x y x y x y x y

y x y x x

+ − = + − − − + + −

− = − − + = − 2 y

=
 

4. Να λυθεί η εξίσωση 3cos( ) 3 sin( ) 3x x+ = . 
Λύση: 
Έχουµε 

 

33cos( ) 3 sin( ) 3 cos( ) sin( ) 1
3

1
1 2cos( ) sin( ) 1 cos( ) sin( ) 1
3 3

2

sin( )
6cos( ) sin( ) 1 cos( )cos( ) sin( )sin( ) cos( )

6 6cos( )
6

2 2
6 6 3

cos( ) cos( )
6 6

2 2
6 6

x x x x

x x x x

x x x x

x k x k

x ή

x k x k

π
π π

π

π π ππ π
π π

π ππ π

+ = ⇔ + = ⇔

+ = ⇔ + = ⇔

+ = ⇔ + =

⎧ − = + ⇔ = +⎪
⎪

− = ⇔ ⎨

− = − ⇔ =

( ).k∈
⎪
⎪
⎩

]

6
π

⇔  

5. Να αποδείξετε ότι σε κάθε µη ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒC ισχύει:  
tan( ) tan( ) tan( ) tan( ) tan( ) tan( )A B C A B+ + = C  

Λύση: 
Αφού το τρίγωνο δεν είναι ορθογώνιο, ορίζονται οι tan( ), tan( ), tan( )A B C , γιατί είναι 

, ,
2

A B C π
≠ και 

2
A B C ππ+ = − ≠ , οπότε έχουµε: 
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tan( ) tan( )tan( ) tan( ) tan( )
1 tan( ) tan( )

tan( ) tan( ) (1 tan( ) tan( )) tan( )
tan( ) tan( ) tan( ) tan( ) tan( ) tan( )
tan( ) tan( ) tan( ) tan( ) tan( ) tan( )

A BA B C C
A B

A B A B C
A B C A B C
A B C A B C

π +
+ = − ⇒ = − ⇒

−
+ = − − ⇒
+ = − + ⇒
+ + =

 

6. Να αποδειχθεί ότι για κάθε x∈\ ισχύει: 3sin(3 ) 3sin( ) 4sin ( )x x x= −  
Λύση: 

2

2 3

3 3

3

sin(3 ) sin(2 ) sin(2 )cos( ) sin( ) cos(2 )
2sin( ) cos( )cos( ) sin( )(1 2sin ( ))
2sin( )(1 sin ( )) sin( ) 2sin ( )
2sin( ) 2sin ( ) sin( ) 2sin ( )
3sin( ) 4sin ( )

x x x x x x x
x x x x x
x x x x
x x x x
x x

= + = +

+ − =

− + − =

− + − =

−

=

 

7. Να αποδειχθεί ότι για κάθε x∈\ ισχύει: 3cos(3 ) 4cos ( ) 3cos( )x x x= −  
Λύση: 

2

3 2

3 3

3

cos(3 ) cos(2 ) cos(2 )cos( ) sin(2 )sin( )
(2cos ( ) 1)cos( ) 2sin( )cos( )sin( )
2cos ( ) cos( ) 2cos( )(1 cos ( ))
2cos ( ) cos( ) 2cos( ) 2cos ( )
4cos ( ) 3cos( )

x x x x x x x
x x x x x
x x x x
x x x x
x x

= + = −

− − =

− − − =

− − + =

−

=

 

8. Να αποδειχθεί ότι για κάθε x∈\ ισχύει: 48sin ( ) 3 4sin(2 ) cos(4 )x x x= − +  

Λύση: 
4 4 2 2

2 2

8sin ( ) 2(4sin ( )) 2(2sin ( )) 2(1 cos(2 ))
2(1 2cos(2 ) cos (2 )) 2 4cos(2 ) 2cos (2 )
2 4cos(2 ) 1 cos(4 ) 3 4sin(2 ) cos(4 )

x x x x
x x x x
x x x x

= = = −

− + = − +
− + + = − +

2 =

=  

9. Να λυθεί στο [0,2π] η εξίσωση cos(2 ) 3sin( ) 1 0x x− + = . 
Λύση: 

Παρατηρούµε ότι 
2

2

cos(2 ) 3sin( ) 1 0 1 2sin ( ) 3sin( ) 1 0
2sin ( ) 3sin( ) 2 0

x x x x
x x
− + = ⇔ − − + =

+ − =

⇔

x

0

 

Οπότε εάν θέσουµε η εξίσωση είναι ισοδύναµη µε την sin( )y =

22 3 2y y+ − = µε . Η δευτεροβάθµια αυτή έχει ρίζες [ 1,1]y∈ − 1 2
1 ,
2

ρ ρ 2= = −  από τις 

οποίες η δεύτερη απορρίπτεται. Από την 1
1
2

ρ =  έχουµε  



Τριγωνοµετρία 
∆ρ Ι. Θ. Φαµέλης 

 11

2
61sin( ) sin( ) sin( ) ( ).

2 6
52( 1) 2

6 6

x k

x x ή k

x k x k

ππ
π

π ππ π

⎧ = +⎪
⎪

= ⇔ = ⇔ ∈⎨
⎪
⎪ = + − ⇔ = +
⎩

]  

Επειδή [0, 2 ]x π∈ έχουµε 
1 1 11 10 2 2 0 2 2 2

6 6 6 6 12 12
k k k 11kππ π≤ + ≤ ⇔ ≤ + ≤ ⇔ − ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤   

Που ικανοποιείται για κ=0 οπότε 
6

x π
= . 

Επίσης 5 5 5 7 50 2 2 0 2 2 2
6 6 6 6 12

k k k 7
12

kππ π≤ + ≤ ⇔ ≤ + ≤ ⇔ − ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤  

Που ικανοποιείται για κ=0 οπότε 5
6

x π
= . 

10. Να αποδειχθεί ότι για κάθε x∈\ ισχύει:  
4sin(2 ) cos(3 )sin(5 ) 1 cos(4 ) cos(6 ) cos(10 )x x x x x x= − + −  

Λύση: 

[ ]

2

4sin(2 )cos(3 )sin(5 ) 2sin(2 )2cos(3 )sin(5 )
2sin(2 ) sin(5 3 ) sin(5 3 )
2sin(2 )(sin(8 ) sin(2 ))
2sin(2 )sin(8 ) 2sin (2 )
cos(8 2 ) cos(8 2 ) 1 cos(4 )
1 cos(4 ) cos(6 ) cos(10 )

x x x x x x
x x x x x
x x x
x x x
x x x x x
x x x

= =

+ + − =

+ =

+ =
− − + + − =

− + −

 

 
11. Να λυθεί η εξίσωση cos(7 ) cos(2 ) sin(6 )sin( )x x x x= . 
Λύση: 
cos(7 )cos(2 ) sin(6 )sin( )
2cos(7 )cos(2 ) 2sin(6 )sin( )
cos(7 2 ) cos(7 2 ) cos(6 ) cos(6 )
cos(9 ) cos(5 ) cos(5 ) cos(7 )
cos(9 ) cos(7 )
cos(9 ) cos( 7 )

9 2 7 2 2
2

9

x x x x
x x x x
x x x x x x x x
x x x x
x x
x x

x k x x k x k

ή

x

π
ππ π π π π

= ⇔
= ⇔

+ + − = − − + ⇔
+ = − ⇔
= − ⇔
= + ⇔

= + + ⇔ = + ⇔ = +

( )

2 7 16 2
8 16

k
kk x x k x π ππ π π π

⎧
⎪
⎪

∈⎨
⎪
⎪ = − − ⇔ = − ⇔ = −
⎩

] .
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12. Να αποδείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο µε γωνίες Α,Β,C ισχύει:  

sin( ) sin( ) sin( ) 4cos( )cos( ) cos( )
2 2 2
A B CA B C+ + =  

Λύση: 

Επειδή 
2 2

A BA B C π +
+ + = ⇔ = −

Cπ έχουµε  sin( ) cos( )
2 2

A B C+
= και 

cos( ) sin( )
2 2

A B C+
= . 

sin( ) sin( ) sin( ) 2sin( ) cos( ) 2sin( ) cos( )
2 2 2 2

2cos( )cos( ) 2cos( ) cos( ) 2cos( )(cos( ) cos( ))
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 22cos( )2cos( )cos( )
2 2 2

2cos( )2cos( ) cos( ) 4cos( ) cos(
2 2 2 2

A B A B C CA B C

C A B A B C C A B A B

A B A B A B A B
C

C A B A B

+ −
+ + = + =

− + − +
+ = +

− + + −
+ −

=

=

=

) cos( )
2 2

C

 

13. Να λυθεί η εξίσωση cos( ) cos(3 ) cos(5 ) cos(7 ) 0x x x x− − + = . 
Λύση: 
cos( ) cos(3 ) cos(5 ) cos(7 ) 0 cos( ) cos(7 ) (cos(3 ) cos(5 )) 0

7 7 5 3 5 32cos( ) cos( ) 2cos( ) cos( ) 0
2 2 2 2

2cos(4 )cos(3 ) 2cos(4 )cos( ) 0 2cos(4 )(cos(3 ) cos( )) 0
32cos(4 )(2sin( )sin(

2

x x x x x x x x
x x x x x x x x

x x x x x x x
x xx

− − + = ⇔ + − + =
+ − + −

− = ⇔

− = ⇔ − = ⇔
+

⇔

3 )) 0 4cos(4 )sin(2 )sin( ) 0
2

cos(4 )sin(2 )sin( ) 0 cos(4 ) 0  ή sin(2 ) 0 ή sin( ) 0

x x x x x

x x x x x x

−
= ⇔ − = ⇔

− = ⇔ = = =

 

Από την 1η έχουµε: 

4 2
2 2 8

cos(4 ) cos( ) ( ).
2

2
2 2 8

x k x k

x ή k

x k x k

π π ππ
π

π π ππ

⎧ = + ⇔ = +⎪
⎪

= ⇔ ∈⎨
⎪
⎪ = − ⇔ = −
⎩

]  

sin(2 ) sin(0) 2 2 0   ( ).x x k x k kπ π= ⇔ = ± ⇔ = ∈]  

sin( ) sin(0) 2 0 2   ( ).x x k x k kπ π= ⇔ = ± ⇔ = ∈]  

14. Να λυθεί το σύστηµα 
cos( ) cos( ) 3

x y

x y

π+ =⎧⎪
⎨

− = −⎪⎩
. 

Λύση: 
Η δεύτερη εξίσωση γίνεται 
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cos( ) cos( ) 3 2sin( )sin( ) 3 2sin( )sin( ) 3
2 2 2 2

3 3 3sin( ) sin( ) sin( ) sin( )
2 2 2 2 2 2 2 2

sin( ) sin( )
2 3

22 4
2 3 3

( )
42 4

2 3 3

y x x y y xx y

y x y x y x x y

x y

x y k x y k

ή k
x y k x y k

π

π

π ππ π

π ππ π π

− + −
− = − ⇔ = − ⇔ = −

− − − −
= − ⇔ − = ⇔ − = ⇔ = ⇔

−
= ⇔

−⎧ = + ⇔ − = +⎪
⎪

∈⎨
⎪ −⎪ = + − ⇔ − = +
⎩

]

3

 

Οπότε το σύστηµα είναι ισοδύναµο µε τα δύο ακόλουθα 

2 24 2 4 2 4
3 3

52 2
6 6

5 52 2
6 6

ή

4 44 2 4
3 3

x y x y y x

x y k x k x k

y k y k
k

x k x k

x y x y

x y k x k

π π
5
3

π
π π ππ π π

π ππ π π

π ππ π

π π
π ππ π π

⎧ + = + = = −⎫ ⎧ ⎫ ⎧
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨

− = + = + + = +⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎭ ⎩ ⎭ ⎩⎩
⎧ ⎫ ⎧ ⎫= − + − = − +⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ∈⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪= + = +
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

+ = ⎫ + =⎧ ⎧
⎪ ⎪ ⎪⇔⎨ ⎬ ⎨

− = + = + +⎪ ⎪⎩ ⎭

]

π

⎫
⎪
⎬
⎪⎭

72 4
3

72 2
6 6

7 72 2
6 6

y x

x k

y k y k
k

x k x k

π
ππ

π ππ π π

π ππ π

= −⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪⇔⎬ ⎨

= +⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩

⎧ ⎫ ⎧ ⎫= − + − = − −⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ∈⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪= + = +
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

]

⎬
⎪⎭

 

15. Να αποδείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο µε γωνίες Α,Β,C και πλευρές a,b,c ισχύει:  

tan( ) tan( )
2 2

a b A B C
a b
− −

=
+

 

Λύση: 
Από το νόµο των ηµιτόνων  

sin( )
sin( ) sin( ) sin( )
a b a
A B b

= ⇔ =
A
B

 

Με τη βοήθεια των ιδιοτήτων των αναλογιών από την sin( )
sin( )

a
b B
=

A  έχουµε 

2sin cos
sin( ) sin( ) 2 2 tan( )cot( ) tan( ) tan( )
sin( ) sin( ) 2 2 2 22sin cos

2 2

A B A B
a b A B A B A B A B C

A B A Ba b A B

− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = = =

+ −+ + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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Επειδή 
2 2

A BA B C π +
+ + = ⇔ = −

Cπ έχουµε  cot( ) tan( )
2 2

A B C+
= . 

16. Να αποδείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο µε γωνίες Α,Β,C και πλευρές a,b,c ισχύει:  
( )cos( )

2
A a

bc
τ τ −

=  

Όπου τ είναι η ηµιπερίµετρος του τριγώνου. 
Λύση: 

Από το νόµο των συνηµιτόνων έχουµε 
2 2 2

cos( )
2

b c aA
bc

+ −
= . 

Από τη γνωστή ταυτότητα 
2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2
2 2 2

cos( ) 2cos ( ) 1 2cos ( ) cos( ) 1 2cos ( ) 1
2 2 2 2

2 ( ) ( )(2cos ( ) 2cos ( ) 2cos ( )
2 2 2 2 2 2

A A A b c aA A
bc

A b c a bc A b c a A b c a a b c
bc bc bc

+ −
= − ⇔ = + ⇔ = + ⇔

+ − + + − + − + +
= ⇔ = ⇔ =

)

( )
 
Αλλά 2 2 2 2a b c b c a a b c a aτ τ τ+ + = ⇔ + − = − ⇔ + − = −  

2 2 2( ) ( )cos ( ) cos( )
2 4 2
A a A

bc bc
τ τ τ τ− −

= ⇔ =
a  
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