
                              ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 4 
 
Στόχος: Εντολές  αναστροφής πίνακα, αντιστροφής τετραγωνικού πίνακα, υπολογισµού 
οριζουσας και ίχνους. Επίλυση γραµµικών συστηµάτων. 
 
Για την αναστροφή ενός πίνακα, για την µετατροπή µε άλλα λόγια των γραµµών σε 
στήλες, πληκτρολογούµε το όνοµα του πίνακα ακολουθούµενο µε τόνο. Έτσι: 
 
>> A=[1 2;2 3;4 5];A' 
 
ans = 
 
     1     2     4 
     2     3     5 
 
∆ηλαδή ο 3×2 πίνακας Α µετετράπη στον 2×3 πίνακα του αποτελέσµατος. 
 
Ο αντίστροφος ενός τετραγωνικού πίνακα είναι, εφόσον υπάρχει, ο µοναδικός 
τετραγωνικός πίνακας των αυτών διαστάσεων ο οποίος πολλαπλασιαζόµενος µε τον 
αρχικό πίνακα, από αριστερά ή από δεξιά αδιάφορο, δίνει ως αποτέλεσµα τον µοναδιαίο 
πίνακα των ιδίων προφανώς διαστάσεων. Για να πάρουµε τον αντίστροφο µε το 
MATLAB, χρησιµοποιούµε την εντολή inv, όπως φαίνεται στο επόµενο παράδειγµα:  
 
>> A=[1 2 3;2 -3 1;0 2 -1];inv(A) 
 
ans = 
 
    0.0588    0.4706    0.6471 
    0.1176   -0.0588    0.2941 
    0.2353   -0.1176   -0.4118 
 
>> A*ans 
 
ans = 
 
    1.0000         0         0 
   -0.0000    1.0000    0.0000 
         0         0    1.0000 
 
Για να υπάρχει ο αντίστροφος ενός τετραγωνικού πίνακα, η ορίζουσα αυτού του πίνακα 
πρέπει και αρκεί να µην είναι 0. Για τον υπολογισµό οριζουσών χρησιµοποιούµε την 
εντολή det, ενώ για τον υπολογισµό του ίχνους ενός τετραγωνικού πίνακα, δηλαδή για το 
άθροισµα των στοιχείων της κυρίας διαγωνίου του, χρησιµοποιούµε την εντολή trace. 
 
>> det(A),trace(A) 
 



ans = 
 
    17 
 
 
ans = 
 
    -3 
 
Η γενική µορφή ενός γραµµικού συστήµατος m εξισώσεων και n αγνώστων είναι η εξής: 
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Αν Α = [ ija ], ο m × n πίνακας των συντελεστών του συστήµατος, Β = [ ib ], η m × 1 στήλη 

των σταθερών όρων του συστήµατος, και Χ = [ jx ], η  n × 1 στήλη των αγνώστων του 

συστήµατος, µπορούµε να γράψουµε το ανωτέρω σύστηµα υπό µορφήν εξισώσεως 
πινάκων ως εξής: ΑΧ = Β.  
Για τα διάφορα γραµµικά συστήµατα, έχουµε τρία ενδεχόµενα ως προς το πλήθος των 
λύσεων: Μοναδική λύση, άπειρες λύσεις (αόριστο σύστηµα), καµία λύση (αδύνατο 
σύστηµα). Το ποιο από τα τρία ενδεχόµενα ισχύει, εξαρτάται κατ’ αρχήν από τη σχέση 
του m προς το n. Πιο συγκεκριµένα: 
 Αν m = n, το σύστηµα λέγεται τετραγωνικό και παίζουν όλα τα ενδεχόµενα µε 
συνηθέστερο όµως το ενδεχόµενο της µοναδικής λύσης. 
Αν m < n, το σύστηµα θα είναι ή αόριστο ή αδύνατο µε συνηθέστερο το ενδεχόµενο να 
είναι αόριστο. 
Αν m > n, παίζουν όλα τα ενδεχόµενα µε συνηθέστερο ενδεχόµενο το σύστηµα να είναι 
αδύνατο. 
Σε κάθε περίπτωση, υπάρχει η δυνατότητα να αποφασίσουµε αν το σύστηµά µας έχει 
λύση (δηλαδή να µην είναι αδύνατο) βασιζόµενοι στην έννοια της τάξεως (rank) ενός 
πίνακα. Mε τον όρο αυτό δηλώνεται η µεγαλύτερη διάσταση τετραγωνικού υποπίνακα 
του πίνακά  µας µε µη µηδενική ορίζουσα (δηλαδή αντιστρέψιµου). Στο MATLAB 
βρίσκουµε την τάξη ενός πίνακα µε χρήση της εντολής rank. Ο πίνακας Α στο τελευταίο 
παράδειγµα έχει ορίζουσα 17, και επειδή είναι ο µεγαλύτερης διάστασης υποπίνακας του 
εαυτού του, η τάξη του είναι 3. Πράγµατι: 
 
>> rank(A) 
 
ans = 
 
     3 
 



ενώ 
 
>> rank([1 2;2 0;1 -1]) 
 
ans = 
 
     2 
 
διότι στον 3 × 2 πίνακα υπάρχει υποπίνακας (τουλάχιστον ένας) 2 × 2 µε µη µηδενική 
ορίζουσα (βρείτε έναν˙ προφανώς δεν είναι δυνατόν να βρούµε τετραγωνικό υποπίνακα 
µεγαλύτερης διάστασης!). 
Επιστρέφοντας στο σύστηµα ΑΧ = Β, πρέπει να πούµε ότι ικανή και αναγκαία συνθήκη  
για να µην είναι αδύνατο, είναι να έχουµε rank(A) = rank([A B]) 
 
ΑΣΚΗΣΗ. Γράψτε γραµµικά συστήµατα για τα τρία ενδεχόµενα αναφορικά µε τη σχέση 
αριθµού εξισώσεων και αριθµού αγνώστων και εξετάστε αν έχουν λύση. 
 
Πώς παίρνουµε τη λύση ενός γραµµικού συστήµατος µε τη βοήθεια του MATLAB; Στην 
περίπτωση που το σύστηµα είναι τετραγωνικό µε µοναδική λύση (αντιστρέψιµος πίνακας 
συντελεστών), το σύστηµα ΑΧ = Β δίνει Χ = ΒΑ

−1 , και εποµένως ένας τρόπος για να 
προκύψει η λύση είναι να ζητήσουµε από το MATLAB το inv(A)*B. Ακόµη καλύτερο 
είναι να χρησιµοποιήσουµε τον τελεστή \, γράφοντας Α\Β, διότι στην περίπτωση αυτή η 
εσωτερική διαδικασία που λαµβάνει χώρα και η οποία στηρίζεται στον αλγόριθµο του 
Gauss, περιλαµβάνει λιγότερους πολλαπλασιασµούς και διαιρέσεις, δίνοντας 
ακριβέστερα αποτελέσµατα, ιδιαίτερα σε περιπτώσεις µεγάλων συστηµάτων. Στο 
παράδειγµα που ακολουθεί, έχουµε ένα σύστηµα 3 × 3: 
 
>> A=[1 -1 2;0 1 3;-1 2 3];B=[1;2;3];rank(A),inv(A)*B,A\B 
 
ans = 
 
     3 
 
 
ans = 
 
    -2 
    -1 
     1 
 
 
ans = 
 
    -2 
    -1 
     1 



Στην περίπτωση ενός συστήµατος που έχει άπειρες λύσεις, το MATLAB προφανώς δεν 
τις δίνει όλες, αλλά επιλέγει µία από αυτές, ανάλογα µε το τι πληκτρολογούµε. Αν 
πληκτρολογήσουµε Α\Β, θα πάρουµε µία στήλη-λύση στην οποία θα εµφανίζεται 
τουλάχιστον ένα 0, ενώ αν πληκτρολογήσουµε pinv(A)*B θα εµφανιστεί η λύση 

ελάχιστης νόρµας, δηλαδή αν είναι Χ = 
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συστήµατος. Η εντολή pinv(A) αναφέρεται στον ψευδοαντίστροφο του Α κατά Moore-
Penrose, έννοια η οποία γενικεύει την έννοια του αντιστρόφου ενός πίνακα. Ας δούµε τι 
µας δίνουν οι δύο εντολές στην περίπτωση του συστήµατος µε Α=[1 -2 3 1;0 2 -1 3;2 3 1 
0] και Β=[1;-1;2]: 
 
>> A=[1 -2 3 1;0 2 -1 3;2 3 1 0];B=[1;-1;2];rank(A),rank([A B]),A\B,pinv(A)*B 
 
ans = 
 
     3 
 
 
ans = 
 
     3 
 
 
ans = 
 
         0 
    0.4211 
    0.7368 
   -0.3684 
 
 
ans = 
 
    0.4284 
    0.2294 
    0.4550 
   -0.3346 
 
Για να υπολογίσουµε τη νόρµα, πληκτρολογούµε το εξής: 
 



>> norm(ans) 
 
ans = 
 
    0.7451 
 
και αυτή είναι η ελάχιστη τιµή νόρµας για το σύνολο των λύσεων του ανωτέρω 
συστήµατος. 
 
Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση που το σύστηµα δεν έχει λύση. Το 
MATLAB δίνει ένα αποτέλεσµα, το οποίο αποτελεί προσεγγιστική λύση βάσει της 
µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων. Τη µέθοδο αυτή θα τη γνωρίσουµε στη θεωρία, 
αλλά τώρα θα δούµε τι ακριβώς συνεπάγεται για το θέµα που συζητούµε. Το σύστηµα 
ΑΧ = Β γράφεται ισοδύναµα ΑΧ − Β = Ο, όπου το Ο δηλώνει τη µηδενική στήλη m × 1. 
Υπό µορφή εξισώσεων, το ίδιο πράγµα γράφεται  
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Εφόσον δεν υπάρχει λύση Χ = 
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  που να µηδενίζει ταυτοχρόνως όλα τα αριστερά 

µέλη, το MATLAB επιλέγει τιµές για τα ix  οι οποίες ελαχιστοποιούν το άθροισµα των 

τετραγώνων των αριστερών µελών στις ανωτέρω σχέσεις, δηλαδή το 

2
22

1
11 )( jnjnj

m

j
j bxaxaxa −+++∑

=

L . Με άλλα λόγια, αν δεν µπορούµε να µηδενίσουµε 

ταυτοχρόνως όλα τα αριστερά µέλη, άρα και τα τετράγωνά τους, µπορούµε να βρούµε 
τιµές για τα ix που τουλάχιστον ελαχιστοποιούν το άθροισµα αυτών των τετραγώνων. 

Για να πάρουµε αυτό το αποτέλεσµα, χρησιµοποιούµε τον τελεστή \ µε το γνωστό 
τρόπο.∆είτε το επόµενο παράδειγµα: 
 
>> A=[1 2;2 3;-1 2;1 1];B=[1;-1;2;3];rank(A),rank([A B]),A\B 
 
ans = 
 
     2 
 
 



ans = 
 
     3 
 
 
ans = 
 
   -0.5455 
    0.5455 
 

∆ηλαδή, η <<λύση>> κατά την ανωτέρω έννοια είναι η Χ = 

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Τέτοιες <<λύσεις>> έχουν συχνά µεγάλη πρακτική σηµασία, σε περιπτώσεις που ένας 
περιορισµένος αριθµός αγνώστων εµφανίζεται σε γραµµικό σύστηµα µε µεγάλο αριθµό 
εξισώσεων που σπανίως είναι συµβατές µεταξύ τους. Έτσι, καταλήγει κανείς σε µια 
ορισµένη <<λύση>>, που του προσφέρει κάποια διέξοδο. Η ίδια διαδικασία θα µπορούσε 
να χρησιµοποιηθεί επίσης σε περιπτώσεις που οι σταθεροί όροι ib έχουν προκύψει µε 

περιθώρια λάθους οφειλόµενα είτε σε σφάλµατα µέτρησης είτε (ακόµη σηµαντικότερο) 
σε µεθόδους αµφιβόλου αξιοπιστίας. Σε µια τέτοια περίπτωση, ένα αποτέλεσµα που θα 
προέκυπτε µέσω της ανωτέρω διαδικασίας, θα βοηθούσε σε έναν επαναπροσδιορισµό 
των ib (πώς;), εξασφαλίζοντας ενδεχοµένως µεγαλύτερη αξιοπιστία.  

 
ΑΣΚΗΣΗ. (Από τις <<Εργαστηριακές Ασκήσεις Τεχνολογίας ∆οµικών Υλικών>> του 
συναδέλφου κ. Θωµά Μπενέτου, τον οποίο και ευχαριστώ). Για την παρασκευή 
οπλισµένου σκυροδέµατος µειωµένης υδατοπερατότητας, θα πρέπει να αναµείξουµε 
σκύρα, ψηφίδα και άµµο σε κατάλληλες αναλογίες, ώστε το προκύπτον µείγµα να 
ανταποκρίνεται στις προδιαγραφές του Κανονισµού Τεχνολογίας Σκυροδέµατος. 
Σύµφωνα µε αυτές, το µείγµα θα πρέπει να περάσει από επτά διαφορετικά κόσκινα τα 
οποία επιτρέπουν ένα ορισµένο ποσοστό του κάθε υλικού να διέλθει, όπως φαίνεται στον 
παρακάτω πίνακα. Στην τελευταία στήλη του πίνακα φαίνεται τι ποσοστό του µείγµατος 
θα πρέπει να διέλθει από το αντίστοιχο κόσκινο βάσει των προαναφερθέντων 
προδιαγραφών του Κ.Τ.Σ. Εννοείται ότι επιτρέπονται λογικές αποκλίσεις από τα µεγέθη 
αυτής της στήλης. 
 
κόσκινο διερχόµενα επί τοις % διερχόµενο επί τοις % 
 σκύρα                ψηφίδα                       άµµος             µείγµα 
31.5 100                       100                             100                100 
16.0   50                       100                             100                  78 
  8.0     8                         83                             100                  61 
  4.0    -                           32                              96                  43 
   2.0    -                           15                              72                  31 
   1.0    -                             -                               49                  18 
    0.25    -                             -                                18                         7 
 



Προσπαθήστε να γράψετε κατάλληλο σύστηµα που να περιγράφει τα ανωτέρω δεδοµένα 
και λύστε το µε τη βοήθεια του MATLAB. ∆είτε αν η <<λύση>> σας ικανοποιεί τις 
προδιαγραφές του Κ.Τ.Σ. Τροποποιήστε την ελαφρώς, ώστε να ικανοποιεί την 
ανελαστική συνθήκη: Το άθροισµα των αναλογιών των τριών υλικών να δίνει 1. ∆ίνει η 
τροποποιηµένη λύση αποτελέσµατα κοντά στις προδιαγραφές του Κ.Τ.Σ.; 


