
Γραµµική συσχέτιση τυχαίων µεταβλητών 

Ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές (independent random variables) 

∆ύο τυχαίες µεταβλητές Χ, Υ λέγονται ανεξάρτητες αν η µία δεν επηρεάζει την πιθανότητα πραγµατοποίησης της άλλης. Ο ορισµός είναι ο 

ακόλουθος 

( , ) ( ) ( ),P a b P a P bΧ = Υ = = Χ = ⋅ Υ =  

για κάθε δύο αριθµούς α,b. 

Ας θεωρήσουµε την ρήψη 2 νοµισµάτων και τις µεταβλητές Χ, Υ οι οποίες ορίζονται ως εξής 
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Οι Χ, Υ είναι ανεξάρτητες εφόσον η ρήψη του κάθε νοµίσµατος δεν επηρεάζει την ρήψη του άλλου. Αυτό µπορούµε να το πετύχουµε ρίχνοντας 

τα νοµίσµατα σε διαφορετικά µέρη του δωµατίου. 
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Μια σηµαντική ιδιότητα των ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών είναι η ακόλουθη 

( )Χ⋅Υ = Χ ⋅ ΥE E E  

Η µέση τιµή των Χ, Υ στο προηγούµενο παράδειγµα είναι 1/2 και συνεπώς η µέση τιµή του γινοµένου τους θα είναι  

( ) 1/ 4.Χ⋅Υ =E  

Ποια είναι η µέση τιµή του γινοµένου των Χ, Υ κατά την ρήψη 2 τίµιων ζαριών, όπου Χ είναι η ένδειξη του πρώτου και Υ η ένδειξη του δεύτερου 

ζαριού; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Συνδιακύµανση (covariance) 

Για δύο τυχαίες µεταβλητές Χ, Υ ορίζουµε την συνδιακύµανση τους cov(X,Y)  ως εξής: 

cov( , ) ( ) ( )µ µΧ ΥΧ Υ = Χ − ⋅ Υ −Ε , 

  και  .µ µΧ Υ= Χ = ΥΕ Ε  

Κάνοντας πράξεις παίρνουµε 

cov( , ) ( ) .Χ Υ = Χ ⋅Υ − Χ ⋅ ΥΕ Ε Ε  

(*)  Να θυµίσουµε ότι ο τύπος της διακύµανσης είναι  

2 2
Var( ) ( )Χ = Χ − ΧΕ Ε . 

Η συνδιακύµανση είναι ας πούµε µια ποσότητα που εκφράζει κατά πόσο «συσχετίζονται» οι δύο τυχαίες µεταβλητές και µπορεί να πάρει τόσο 

θετικές όσο και αρνητικές τιµές. 

 

Αν οι Χ, Υ είναι ανεξάρτητες τότε η συνδιακύµανση τους είναι µηδέν, 

cov( , ) 0Χ Υ = Χ ⋅ Υ − Χ ⋅ Υ =Ε Ε Ε Ε  

 

 

 

 

 



Παράδειγµα. Ας θεωρήσουµε το πείραµα της ρήψης 2 τίµιων νοµισµάτων. Θα θεωρήσουµε τις τυχαίες µεταβλητές Χ,Υ,Ζ τις οποίες ορίζουµε 

στο παρακάτω πινακάκι 
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Οι Χ,Υ είναι ανεξάρτητες γιατί η Χ αφορά το αποτέλεσµα του «πρώτου» νοµίσµατος ενώ η Υ το αποτέλεσµα του «δεύτερου». 
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Οι Χ,Ζ όµως δεν είναι ανεξάρτητες, αν η Ζ έχει την τιµή 2, τότε η Χ έχει αναγκαστικά την τιµή 1. Για να υπολογίσουµε την cov(X,Ζ) κάνουµε 

πράξεις, 

( ) 2 ( 2) 1 ( 1) 0 ( 0)

1 1 3
             2 1 1

cov( , )4 4 4
4

2 ( 2) 1 ( 1) 0 ( 0) 1

1/ 2

Z P Z P Z P Z

Z P Z P Z P Z

Χ⋅ = ⋅ Χ ⋅ = + ⋅ Χ ⋅ = + ⋅ Χ ⋅ = 

= ⋅ + ⋅ = 
⇒ Χ Ζ =
= ⋅ = + ⋅ = + ⋅ = =


Χ = 

Ε

Ε

Ε

 

 

 

 



Συντελεστής (γραµµικής) συσχέτισης (correlation coefficient) 

∆εν είναι όµως η συνδιακύµανση η ποσότητα που χρησιµοποιούµε για να εκφράσουµε κατά πόσο συσχετίζονται δύο τυχαίες µεταβλητές Χ,Υ 

αλλά ο συντελεστής συσχέτισης ρ(Χ,Υ) που ορίζεται ως εξής, 
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µε την προϋπόθεση οι τυπικές αποκλίσεις σ(Χ) και σ(Υ) να µην είναι µηδέν. 

 

Ο συντελεστής συσχέτισης παίρνει τιµές από -1 έως 1, δηλαδή ισχύει 

1 ( , ) 1ρ− ≤ Χ Υ ≤  
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Στην πράξη όταν δύο µεταβλητές είναι θετικά συσχετισµένες και η µία από τις δύο είναι µεγάλη, αυτό ενισχύει την πιθανότητα και η άλλη να 

είναι µεγάλη. Όταν είναι αρνητικά συσχετισµένες και η µία από τις δύο είναι µεγάλη, τότε αυτό ενισχύει την πιθανότητα η άλλη να είναι µικρή. 

Όταν είναι ασυσχέτιστες και γνωρίζουµε κάτι για την Χ δεν µπορούµε να πούµε κάτι για την Υ. 

 

Χ,Υ ανεξάρτητες συνεπάγει Χ,Υ ασυσχέτιστες (το αντίστροφο δεν ισχύει) 

 

Όσο πιο κοντά είµαστε στο 1 ή -1 τόσο µεγαλώνει και η σιγουριά µας όταν πιθανολογούµε για την τιµή της Υ όταν γνωρίζουµε την τιµή της Χ. 

 



Στην ακραία περίπτωση όπου ρ(Χ,Υ)=1 ή -1, τότε οι Χ,Υ συνδέονται µε µία σχέση της µορφής Υ=αΧ+β, δηλαδή αν γνωρίζουµε την τιµή της Χ 

γνωρίζουµε µε πιθανότητα 1 την τιµή της Υ. 

Παράδειγµα. Ας πάµε πάλι στο πείραµα της ρήψης 2 τίµιων νοµισµάτων και τις τυχαίες µεταβλητές Χ,Υ,Ζ τις οποίες ορίσαµε πριν 
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Η συνδιακύµανση των Χ,Υ είναι όπως είδαµε µηδέν και συνεπώς ο συντελεστής συσχέτισης θα είναι και αυτός µηδέν, 

0
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Χ ⋅ Υ  

Οι τυπικές αποκλίσεις των Χ,Υ είναι 1/2. 

 

Ο συντελεστής συσχέτισης των Χ,Ζ θα είναι  
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Αναµενόµενο να έχουµε θετική συσχέτιση. Για «µεγάλες» τιµές της Χ αναµένουµε «µεγάλες» τιµές της Ζ. Θεωρήστε την µεταβλητή Ζ’ η οποία 

µετράει τα «Γράµµατα». Τώρα ποια είναι η εκτίµηση σας για το πρόσηµο της ρ(Χ,Ζ’); 

 



∆ιάγραµµα διασποράς (scatter plot) 

Ας υποθέσουµε ότι εκτελούµε ένα πείραµα πολλές φορές και παίρνουµε ζεύγη τιµών (x,y) δύο τυχαίων µεταβλητών Χ,Υ, οπότε προκύπτει ένα 

πλήθος ν δειγµάτων 

1 1 2 2
( , ), ( , ),..., ( , )x y x y x yν ν . 

Φανταστείτε για παράδειγµα ότι µετράτε το βάρος και το ύψος των Ελλήνων. Τα δείγµατα αυτά που είναι ζευγάρια αριθµών µπορούµε να τα 

αποτυπώσουµε στο επίπεδο και να πάρουµε το διάγραµµα διασποράς, όπως 

φαίνεται στο διπλανό σχήµα. Σε κάθε σηµείο αντιστοιχεί και ένα δείγµα. 

 

Όσο µεγαλύτερο είναι το ν τόσο περισσότερα πράγµατα µας λέει το διάγραµµα 

διασποράς για την κατανοµή του ζεύγους (Χ,Υ).  

 

 

 

Μπορούµε από το διάγραµµα διασποράς να βγάλουµε συµπεράσµατα για την 

συσχέτιση των Χ,Υ; Η απάντηση είναι συνήθως ναι, αρκεί να έχουµε αρκετά 

µεγάλο πλήθος δειγµάτων. 

Ο συντελεστής συσχέτισης µας λέει κατά πόσον οι δύο µεταβλητές σχετίζονται 

µέσω µιας σχέσης της µορφής 

α βΥ = ⋅Χ +  

και όπως γνωρίζουµε δύο µεταβλητές που συνδέονται µε µια τέτοια σχέση 

σχηµατίζουν µία ευθεία γραµµή στο επίπεδο. 



Μπορούµε να εκτιµήσουµε τον συντελεστή συσχέτισης δύο µεταβλητών Χ,Υ από τα δείγµατα που έχουµε συλλέξει αντικαθιστώντας στον τύπο  
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την δειγµατική συνδιακύµανση s(X,Y) και τις δειγµατικές τυπικές αποκλίσεις s(X), s(Y), οπότε θα πάρουµε τον τύπο του δειγµατικού 

συντελεστή συσχέτισης r(X,Y), 
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Οι τύποι είναι οι ακόλουθοι, 
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και µετά από πράξεις και απλοποιήσεις παίρνουµε τους τύπους 
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Για παράδειγµα θα πάρουµε τα διπλανά δείγµατα από 16 

εργάτες µίας βιοµηχανίας. 

 

 

 

 

 

 

 

Το διάγραµµα διασποράς φαίνεται στο διπλανό σχήµα και εκτιµούµε 

αµέσως µία θετική συσχέτιση µεταξύ του ύψους και του βάρους, όπως 

άλλωστε ήταν και αναµενόµενο. 

 

 

 

 

 

Μπορείτε να κάνετε τις πράξεις και να τον υπολογίσετε ή να χρησιµοποιήσετε ένα πρόγραµµα επεξεργασίας δεδοµένων, όπως είναι το PSPP 

ή το SPSS. 

 

 

 



Πολλές φορές όταν δεν έχουµε έναν υπολογιστή ίσως χρειαστεί να κάνουµε πράξεις φτιάχνοντας ένα τέτοιο πινακάκι 
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και εφαρµόζοντας τον τύπο 
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Ή µπορούµε να φτιάξουµε το πινακάκι 
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και να εφαρµόσουµε τον τύπο 

1

2 2 2 2

1 1

( , )

i i

i

i i

i i

x y x y

r

x vx y vy

ν

ν ν

ν
=

= =

− ⋅
Χ Υ =

− ⋅ −

∑

∑ ∑
 



Παράδειγµα 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Παράδειγµα 2.  

 


