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Short Term Fourier 
Transform (STFT)

For non-stationary processes…

Για σήµατα των οποίων το φάσµα µεταβάλλεται στο χρόνο..



Επιµερισµός Σήµατος σε παράθυρα

u Ο µετασχηµατισµός Fourier θεωρεί ότι το σήµα έχει σταθερή περιοδικότητα κι
εποµένως το φάσµα του δε µεταβάλλεται στο χρόνο

u Σταθερή περιοδικότητα έχουν µόνο τα συνθετικά σήµατα (κατασκευασµένα  
µε µαθηµατικό υπολογισµό) 

u Μπορεί εντούτοις να θεωρηθεί ότι κάποια από τα πραγµατικά σήµατα 
παρουσιάζουν κατά τόπους και για περιορισµένο χρονικό διάστηµα σταθερή 
περιοδικότητα και άρα σταθερό φάσµα.

u Προκειµένου να βρεθούν οι συχνότητες που υπάρχουν στο σήµα σε κάθε 
χρονική στιγµή, το σήµα πρέπει να επιµερισθεί σε παράθυρα

u Για κάθε τέτοιο παράθυρο υπολογίζεται ο Fourier Transform (DFT)

u Τα παράθυρα αυτά, παρατεταγµένα στο χρόνο µας δίνουν το φασµατογράφηµα 
(spectrogram)
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Φασµατογράφηµα – Ένταση όλων των 
συχνοτήτων σε κάθε χρονικό παράθυρο

2/11/2020Χ. Αλεξανδράκη 4



Παραθυροποίηση

u Παράθυρα σήµατος x(n) µε µήκος Ν, ισοδυναµεί µε πολ/σµο σήµατος µε ένα 
τετραγωνικό παλµό:

u w 𝑛 = #1, 0 ≤ 𝑛 < 𝑁
0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

u To προκύπτον φάσµα Χ(k) ισούται µε τη συνέλιξη του φάσµατος του αρχικού 
σήµατος µε το φάσµα του τετραγωνικού παλµού

u Οι ασυνέχειες που προκύπτουν από την παραθυροποίηση του σήµατος έχουν 
ως συνέπεια τη διαρροή φασµατικής ενέργειας σε πλευρικές συχνοτικές
ζώνες, φαινόµενο γνωστό ως  διαρροή φάσµατος (spectral leakage)
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Παραθυροποίηση => Ασυνέχεια => Φασµατική
Διαρροή
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Συνήθεις παραθυρικές συναρτήσεις

u Για να αµβλυνθεί η διαρροή φάσµατος (spectral leakage)
αντί για τετραγωνικό παλµό συνήθως πολ/ζουµε µε κάποια 
παραθυρική συνάρτηση που δεν εµφανίζει ασυνέχειες, αλλά 
πέφτει σταδιακά στο µηδέν, όπως:

u 𝑤 𝑚 = $𝑎 − 1 − 𝑎 𝑐𝑜𝑠 !"#
$
, 0 ≤ 𝑛 < 𝑁

0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑤𝑖𝑠𝑒

u Όπου:

u Rectangle, α =1

u Hanning, a=0.5

u Hamming, a=0.54

u Blackman

u 𝑤 𝑚 = 0.42 − 0.5𝑐𝑜𝑠 !"#
$%&

− 0.08𝑐𝑜𝑠 '"#
$%&

0 ≤ 𝑛 < 𝑁
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Επικάλυψη παραθύρων

u Διαδοχικά παράθυρα του σήµατος επικαλύπτονται, ώστε να µη χαθεί 
πληροφορία που οφείλεται στο γεγονός ότι η παραθυρική συνάρτηση 
εξασθενίζει το σήµα στα άκρα του παραθύρου.

u Το πλήθος δειγµάτων κατά το οποίο διαφέρουν διαδοχικά παράθυρα µεταξύ 
τους λέγεται Hop Size

u Συνήθως h = N/2 ή Ν/4, όπου Ν το συνολικό εύρος του παραθύρου (σε πλήθος 
δειγµάτων)
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Συχνοτική / Χρονική Ανάλυση

u Σε πολλές περιπτώσεις το µήκος του παραθύρου στο οποίο γίνεται µετ/σµος
Fourier οφείλει να είναι µικρό:

u Είτε για µεγαλύτερη ανάλυση στο χρόνο (time resolution Δt=N/Fs)

u Είτε επειδή το σήµα λαµβάνεται και πρέπει να αναλυθεί σε πραγµατικό χρόνο κι 
έτσι απαιτείται ελαχιστοποίηση του delay Δt 

u Όµως, φάσµα σήµατος Ν σηµείων δίνει freq resolution Δf=fs/N

u Π.χ. για fs=44100, δίνει

u Ν=64 => Δt = 1.4ms και Δf = 689Hz

u N=512 => Δt = 11.6ms και Δf = 86Hz

u N=1024 => Δt = 23ms και Δf = 43Hz
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Φασµατική Λείανση (Spectral Smoothing)

u Σε αυτές τις περιπτώσεις υπάρχει σηµαντικό όφελος εάν το Ν παραµείνει 
µικρό αλλά το παράθυρο επεκταθεί µε µηδενικά, ώστε το πλήθος σηµείων του 
φάσµατος να είναι µεγαλύτερο. Πράγµατι:

u Θεωρήστε σήµα [x(0), x(1), …, x(N-1)]. Δίνει Ν σηµεία φάσµατος [X(0), X(1), …, 
X(N-1)].

u Εάν το σήµα επεκταθεί σε 2Ν σηµεία µε τα σηµεία Ν, Ν+1, …, 2Ν να είναι όλα 
µηδενικά, τότε το φάσµα του θα είναι:

u Χ k = ∑#()!$*&𝑥(𝑛)𝑒*+
!"
!##, = ∑#()$*&𝑥(𝑛)𝑒*+

"
##, µε k=0,1, …2Ν-1

u Τα άρτια σηµεία του φάσµατος, δηλ. k = 0, 2, 4, ..2N-2 είναι τα ίδια σηµεία που θα 
περνάµε αν ο µετ/σµος ήταν µήκους Ν, ενώ τα τα περιττά είναι ενδιάµεσα σηµεία 
που παρεµβάλλονται ανάµεσα στα άρτια. 

u Η τεχνική αυτή λέγεται zero-padding
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Zero padding Theorem

u Αποδεικνύεται ότι:

u Zero-padding in the time-domain corresponds to ideal interpolation in the 
frequency domain

u https://ccrma.stanford.edu/~jos/dft/Zero_Padding_Theorem_Spectral.html

u https://math.stackexchange.com/questions/26432/discrete-fourier-
transform-effects-of-zero-padding-compared-to-time-domain-inte
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STFT (Short Term Fourier Transform)

u Το αποτέλεσµα του STFT είναι, για κάθε τµήµα (block) του σήµατος:

u Ένας πίνακας τιµών, όπου κάθε µια από αυτές τις τιµές αντιστοιχεί σε µια 
διαφορετική συχνοτική µπάντα  (frequency bin)

u Παράδειγµα:

u fs=44100Hz, N = 512, NFFT=1024, hop_size=128

u Θα δώσει για κάθε Δt=h/fs = 11.6ms audio

u ένα φάσµα που θα αποτελείται από 1024 bins πλάτους Δf = fs/NFFT = 43Hz οµοιόµορφα
κατανεµηµένα στο διάστηµα 0-fs (Hz), δηλαδή 512 bins στο από 0- fs/2=22100Hz

Fs/2

|X(k)|
fk bin @ k !"

#!!$
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STFT - Algorithm

1. Τεµαχιοποίηση (segmenation) σήµατος σε τµήµατα (blocks) µήκους Ν

u Όπου Ν – δύναµη κάποια του 2 

2. Πολ/σµoς κάθε block µε κάποια παραθυρική συνάρτηση (Hamming, Hanning, 
κλπ.)

3. Προσθήκη µηδενικών για zero padding

u Ώστε το µήκος του νέου zero-padded block NFFT να αντιστοιχεί και πάλι σε κάποια 
δύναµη του 2

4. Υπολογισµός fft για το zero-padded block

5. Κάθε επόµενο block εµφανίζει επικάλυψη µε το προηγούµενο δηλαδή προκύπτει  
µε µετακίνηση του δείκτη τρέχοντος δείγµατος κατά κάποιον ακέραιο που λέγεται 
hop-size

6. Επανάληψη βήµατος  2 έως 5 έως ότου τελειώσουν τα blocks του ηχητικού 
δείγµατος
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Εργαστηριακό Μέρος

u Άσκηση 5.1 - Αρχή Απροσδιοριστίας

u Να διερευνήσετε την αρχή της απροσδιοριστίας χρησιµοποιώντας ένα σήµα δειγµατοληψίας fs=1500Hz το οποίο προκύπτει 
από το άθροισµα δύο ηµιτόνων µε συχνότητες f1=250Hz και f2=270 Hz. Το φάσµα να απεικονισθεί για:

u Ν=1024 δείγµατα του σήµατος

u N=64 δείγµατα

u Ν = 64 δείγµατα µε zero-padding έως τα 512 δείγµατα

u Άκηση 5.2 - Παραθυροποίηση και Διαρροή Φάσµατος

u Απεικονίστε το φάσµα ενός ηµιτονοειδούς σήµατος:

u Όταν στη διάρκειά του περιλαµβάνεται ακέραιο πλήθος περιοδων (επαναλήψεων)

u Όταν στη διαρκειά του δεν περιλαµβάνεται µη ακέραιο πλήθος περιόδων

u Αφότου πολλαπλασιάσετε το σήµα µε κάποια παραθυρική συνάρτηση

u Άσκηση 5.3 - Υλοποίηση STFT

u Υλοποιήστε µε δικό σας κώδικα τον αλγόριθµο STFT για ένα ηµιτονοειδές σήµα µε fs = 1000 f0 = 15 N = 256

u Άσκηση 5.4

u Υλοποιήστε µε δικό σας κώδικα τον αλγόριθµο STFT για το αρχείο piano.wav

u Άσκηση 5.5

u Απεικονίστε το φασµατογράφηµα του αρχείου piano.wav χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση matplotlib.pyplot.specgram
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