
5. Μετασχηµατισµοί συντεταγµένων 
 

 

5.1 Στοιχεία από την ελλειψοειδή Γεωδαισία 
 

Η γήινη επιφάνεια έχει πολύπλοκη µορφή και δεν είναι δυνατό να περιγραφή µε µαθηµατικές 

εξισώσεις. Στην προσπάθεια να περιγράψουν την γήινη επιφάνεια οι γεωδαίτες από τα 

αρχαία χρόνια προσπάθησαν να προσαρµόσουν σε αυτή διάφορες µαθηµατικές επιφάνειες, 

όπως η σφαίρα και το ελλειψοειδές εκ’ περιστροφής (το ελλειψοειδές εκ περιστροφής είναι η 

επιφάνεια που προκύπτει αν περιστρέψουµε µια έλλειψη γύρω από ένα άξονα της.. Το 

ελλειψοειδές εκ’ περιστροφής προσαρµόζεται καλύτερα στην επιφάνεια της Γης από την 

σφαίρα, αλλά ακόµη και αυτή η προσέγγιση δεν καλύπτει τις τοπικές εξάρσεις και υφέσεις 

του γήινου φλοιού. Για το λόγο αυτό δηµιουργήθηκαν ελλειψοειδή διαφορετικών διαστάσεων  

που προσαρµόζονται σε συγκεκριµένες περιοχές της γης, αλλά και ελλειψοειδή που  

προσαρµόζονται σε όλη την γήινη επιφάνεια.    

 
Σχήµα 5.1: Ελλειψοειδές εκ περιστροφής. 

 

Χαρακτηριστικά µεγέθη του ελλειψοειδούς εκ περιστροφής  

 

a : Μεγάλος ηµιάξονας. 

b : Μικρός ηµιάξονας. 

f  : επιπλάτυνση 

e : εκκεντρότητα. 
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Όπου 
a

baf −
=   και   2

22
2

a
bae −

=  

 

Πίνακας 5.1. ∆ιαστάσεις ελλειψοειδών εκ περιστροφής που χρησιµοποιούνται στην Ελλάδα. 

ΕΕΠ a(m) b(m) F 

Bessel 6377397 6356079 1/299.5 

Hayford 6378388 6356912 1/297 

GRS ‘80 6378137 6356752 1/298.26 

 

 
Σχήµα 5.2:  Ελλειψοειδείς και καρτεσιανές συντεταγµένες. 

 

Εάν γνωρίζουµε τις καρτεσιανές συντεταγµένες (X, Y, Z) ενός σηµείου τότε µπορούµε να υ-

πολογίσουµε τις ελλειψοειδείς συντεταγµένες του (φ, λ, h) και αντιστρόφως χρησιµοποιώντας 

τις παρακάτω σχέσεις : 

( ) λϕ+= coscoshNX  

( ) λϕ+= sincoshNY  

( )[ ] ϕsin1 2 hNeZ +−=  

 

X
Yarctan=λ  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

+
=

22

2 sinarctan
YX

NeZ ϕϕ  

( )NeZh 21
sin

−−=
ϕ

 

 

όπου h το γεωµετρικό υψόµετρο  και Ν η ακτίνα καµπυλότητας της πρώτης κάθετου τοµής . 

Η ακτίνα  της πρώτης κάθετου τοµής προκύπτει από τον τύπο: 
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φ⋅−
=

22 sine1

aN  

                   

όπως φαίνεται από τον τύπο που  µας δίνει το γεωδαιτικό πλάτος φ συναρτήσει των Χ, Υ, Ζ 

για τον υπολογισµό του φ θα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε µια µέθοδο αριθµητικής 

ανάλυσης επειδή η άγνωστη ποσότητα φ εµφανίζεται και στα δύο µέλη της εξίσωσης. 
 

Παρατήρηση: ∆εν θα πρέπει να συγχέουµε την ακτίνα καµπυλότητας Ν µε την αποχή του 

γεωειδούς η οποία συµβολίζεται επίσης µε Ν. 

 
 

5.1.1 Αναγωγή από την γήινη επιφάνεια στο ΕΕΠ 
 
Αν και η επιφάνεια του ελλειψοειδούς αποτελεί µια καλή προσέγγιση της γήινης επιφάνειας 

εν τούτοις δεν µπορούµε να αποφύγουµε τις παραµορφώσεις που υφίστανται τα διάφορα 

µεγέθη που µετρούνται στο πεδίο. Για το λόγω αυτό είµαστε αναγκασµένοι να ανάγουµε 

πάντα τις παρατηρήσεις του πεδίου στην επιφάνεια του ελλειψοειδούς.  Στην περίπτωση δε 

όπου οι παρατηρήσεις µας πρέπει να αναχθούν σε ένα προβολικό επίπεδο, αφού αναχθούµε 

στο ελλειψοειδές στη συνέχεια απαιτείται να αναχθούµε στο προβολικό επίπεδο, οι αναγωγές 

για τα ελλειψοειδή και τις προβολές που χρησιµοποιούνται στην Ελλάδα δίνονται από τους 

E.Λιβιεράτο και Α. Φωτίου (Λιβιεράτος, Φωτίου 1993) και αναλυτικά είναι : 
 

• Αναγωγή αζιµουθίου 

Αν Α το αστρονοµικό αζιµούθιο, Αg το γεωδαιτικό αζιµούθιο, z η ζενίθια απόσταση, ϕ  το µέσο 

πλάτος που προκύπτει από τα φι, φj, ρ  η µέση ακτίνα καµπυλότητας µεσηµβρινής τοµής υ-

πολογισµένη από το µέσο πλάτος, hΣ γεωµετρικό υψόµετρο του στόχου, S το µήκος της γεω-

δαισιακής γραµµής, a ο µεγάλος ηµιάξονας του ΕΕΠ και e η κύρια εκκεντρότητα τότε η ανα-

γωγή δίνεται από τον τύπο: 

( ) 2

22222

12
2cos

2
2sincos

cotcossin)tan(
a

SeAhe
zAA

κα
ρ
ϕ

ηξϕηα −+−−−=Α− Σ  

Η τάξη µεγέθους της αναγωγής είναι των ±0”.45. 
 

• Αναγωγή διεύθυνσης 
Η αναγωγή της διεύθυνσης δίνεται όπως και του αζιµουθίου µε µόνη διαφορά ότι λείπει ο ό-

ρος η tan(φ). ∆ηλαδή: 



Εφαρµογές Παγκοσµίου ∆ορυφορικού Συστήµατος Εντοπισµού Θέσης (GPS)    

Σ. Κατσουγιαννόπουλος Γ. Βέργος                                                                           Σεπτέµβριος 2004 
 

94

 

( ) 2

22222

12
2cos

2
2sincoscotcossin)tan(

a
SeAhezAA

κα
ρ
ϕηξϕηα −+−−−=Α− Σ  

Η τάξη µεγέθους της αναγωγής είναι των ±0”.20. 
 

• Αναγωγή γωνιών 
Η ανηγµένη γωνία γ στο ΕΕΠ µιας γωνίας Γ(Σ1ΤΣ2) στο χώρο, προκύπτει ως διαφορές αζι-

µουθίων σύµφωνα µε τις σχέσεις : 

Γ=ΑΤΣ2 - ΑΤΣ1 

γ=α2 - α1 

δγ = γ - Γ 

 

 

• Αναγωγή αποστάσεων 
Αν s µια µετρηµένη κεκλιµένη απόσταση στον χώρο, τότε η ανηγµένη στο προβολικό επίπε-

δο θα δίνεται από τις σχέσεις: 

Αναγωγή κλίσης         ssshs o −=−−=∆ 22 δκ   

Αναγωγή στη χορδή  oo sS

R
h

R
h

s −′=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

=∆χ 1

11

1

21

  

 

Αναγωγή στο τόξο   SSS
R

SRr ′−=′−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

=∆
2

arcsin2   

οπότε : 

S=s+∆κ+∆χ+∆r 

 

 

5.1.2 Αναγωγή από το ΕΕΠ στο προβολικό επίπεδο 
 
Προβολή  Hatt 

• Αναγωγή απόστασης 
Όταν δουλεύουµε στην προβολή Hatt τότε λόγω της ιδιότητας της προβολής οι γωνιακές ανα-

γωγές δεν υπερβαίνουν το 1″, γι΄ αυτό στην πράξη αγνοούνται. 

Η ανηγµένη απόσταση είναι : 
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⎜
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⎝

⎛
γ+=′ 2

2

2

sin
6

1  

όπου R η µέση ακτίνα Gauss υπολογισµένη στο κέντρο φύλλου To και mιj ο συντελεστής α-

ναγωγής της απόστασης.  

 

Εγκάρσια Μερκατορική Προβολή 
  

• Αναγωγή αζιµουθίου 
Αν αij ένα γεωδαιτικό αζιµούθιο στο ΕΕΠ, η ανηγµένη τιµή α’

ιj δίνεται από την σχέση : 

 

α’
ij=αij-γι+δij 

 

όπου γi  η σύγκλιση µεσηµβρινών και υπολογίζεται ή από τις προβολικές ή από τις γεωδαιτι-

κές συντεταγµένες : 
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και το δij  η γωνιακή διόρθωση τόξου-χορδής και υπολογίζεται από τις προβολικές  

συντεταγµένες : 

( ) ( )
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όπου R2
3 = ρΝ για ( )ji ϕ′+ϕ′=ϕ 2

3
1  και  ρ,Ν οι ακτίνες καµπυλότητας. 

   

• Αναγωγή διεύθυνσης 
Αν βij µια διεύθυνση στο ΕΕΠ και βij′ στο προβολικό επίπεδο  τότε : 

βij′=βij+δij 

 

• Αναγωγή γωνίας 
Αν γijk

’ η ανηγµένη γωνία στο προβολικό επίπεδο και γijk η γωνία στο ΕΕΠ τότε : 

γijk′= γijk+δik+δij 

 

• Αναγωγή απόστασης 
Η ανηγµένη απόσταση S′ δίνεται από την σχέση : 

S′=mijS 

όπου mij ο συντελεστής αναγωγής και υπολογίζεται από τις προβολικές συντεταγµένες: 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣
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′+′′+′
+=

22

22

22

22

36
1

6
1

Rm

EEEE
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o

jjii

o

jjii
oij  

όπου R η ακτίνα που υπολογίζεται στο µέσο πλάτος. 

 

 

5.2 Τα γεωδαιτικά συστήµατα στην Ελλάδα 

Στην Ελλάδα χρησιµοποιούνται σήµερα τέσσερα γεωδαιτικά συστήµατα. Το  παλαιότερο και 

πιο χρησιµοποιηµένο σύστηµα είναι  το Ελληνικό Datum σε προβολή Hatt. Σε αυτό το 

σύστηµα αναφέρονται τα κτηµατογραφικά διαγράµµατα της Τοπογραφικής Υπηρεσίας του Υ-

πουργείου Γεωργίας (µικρά φύλλα), αλλά και χρησιµοποιήθηκε και από την ΓΥΣ (µεγάλα 

φύλλα). Λόγω του ότι τα διαγράµµατα της Τοπογραφικής Υπηρεσίας αποτελούν µια 

σηµαντική αναφορά για το ιδιοκτησιακό καθεστώς των αγροτεµαχίων και των ρυµοτοµικών 

σχεδίων των αγροτικών περιοχών, το συγκεκριµένο γεωδαιτικό σύστηµα χρησιµοποιείται 

αρκετά µέχρι και σήµερα.   

Το 1982 στα πλαίσια της ΕΠΑ (Επιχείρηση Πολεοδοµικής Ανασυγκρότησης) από το Υπουρ-

γείο ΠΕΧΩ∆Ε χρησιµοποιήθηκε η προβολή ΤΜ 3ο (τρεις ζώνες) µε αναφορά το Ελληνικό 

Datum. Το Ευρωπαϊκό Datum µε την προβολή UTM (δύο ζώνες) η οποία χρησιµοποιείται κυ-

ρίως από την ΓΥΣ για τις ανάγκες του Στρατού. Το 1987 ο Ο.Κ.Χ.Ε. σε συνεργασία µε την Γε-

ωδαιτική και Γεωφυσική Επιτροπή του Κράτους (ΓΓΕΚ) ίδρυσε ένα νέο γεωδαιτικό σύστηµα 
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το ΕΓΣΑ 87 µε προβολή την Εγκάρσια Μερκατορική µε κεντρικό µεσηµβρινό τις 24ο. Το νέο 

αυτό σύστηµα χρησιµοποιεί ο Οργανισµός Κτηµατολογίου και Χαρτογραφήσεων (ΟΚΧΕ).   

   

 

5.2.1 Προβολή ΗΑΤΤ 
 

Έστω δύο σηµεία στο ΕΕΠ, Το (φο, λο) και Τ (φ, λ) που ενώνονται από την γεωδαισιακή γραµ-

µή S και µε γεωδαιτικό αζιµούθιο α (Σχήµα 5.3). Θεωρούµε ένα επίπεδο εφαπτόµενο του Ε-

ΕΠ στο σηµείο Το. Στο επίπεδο αυτό ορίζουµε ένα σύστηµα ορθογωνίων καρτεσιανών συντε-

ταγµένων (x, y) µε αρχή το σηµείο Το, άξονα των y να εφάπτεται στο µεσηµβρινό του ΕΕΠ 

στο σηµείο Το και άξονα των x να είναι κάθετος στον άξονα των y. 

 
Σχήµα 5.3. Προβολή γεωδαιτικού αζιµουθίου και γεωδαισιακής γραµµής από το ΕΕΠ στο επίπεδο 

(προβολή HATT). 

Ένα τυχόν σηµείο Τ του ΕΕΠ, προβάλλεται στο επίπεδο έτσι ώστε η εικόνα S’ της γεωδαισια-

κής γραµµής και η εικόνα α’ του αζιµουθίου να παραµένουν αναλλοίωτα, δηλαδή ίσα µε τα α-

ντίστοιχα στο ΕΕΠ. 

Ο Ελληνικός χώρος, στο ΕΕΠ του  Βessel που είναι το ΕΕΠ αναφοράς για το Ελληνικό 

Datum, υποδιαιρείτε σε σφαιροειδή τραπέζια πλευρών 30’ x 30’, σε κάθε ένα από αυτά έχου-

µε ένα κέντρο Το όπως αυτό ορίζεται από την τοµή του κεντρικού µεσηµβρινού και παραλλή-

λου. Ο µεσηµβρινός αφετηρίας είναι ο µεσηµβρινός του βάθρου του αστεροσκοπείου Αθη-

νών. Τα σφαιροειδή τραπέζια, αντιστοιχούν σε 130 φύλλα - χάρτη, µε κέντρα τις εικόνες τους 

Τ0 κλίµακας 1:10000. Κάθε φύλλο έχει το δικό του σύστηµα, µε κέντρο που έχει γεωδαιτικές 

συντεταγµένες (φο ,λο) ακέραιες µοίρες πλέον 15’ ή πλέον 45’. 

ΕΕΠ 

P 

S 
α 

Τ 

Το 

Τ 

Το 

α′ 
S′ 

X 

Y 

Προβολικό επίπεδο 
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Σχήµα 5.4. Επίπεδη ή αζιµουθιακή προβολή. 

Οι σχέσεις µε τις οποίες υπολογίζουµε τα φ, λ ή τα x, y στην προβολή αυτή µε βάση το κέ-

ντρο φύλλου (φο, λο) και των ακτινών καµπυλότητας ρο και Νο της µεσηµβρινής και πρώτης 

κάθετης τοµής αντίστοιχα υπολογισµένες στα φο και λο  είναι (Λιβιεράτος, Φωτίου 1993): 
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5.2.2  H Εγκάρσια Μερκατορική Προβολή 
 

Αν Θεωρήσουµε την γη σαν µια σφαίρα η οποία να περιβάλλεται από ένα κύλινδρο, έτσι ώ-

στε ο κύλινδρος να εφάπτεται κατά µήκος ενός µέγιστου κύκλου και συνεπώς ο άξονας του 

να είναι κάθετος µε την διεύθυνση της ευθείας που ενώνει τους δύο πόλους της σφαίρας ή να 

ταυτίζεται µε µια διεύθυνση διαµέτρου του ισηµερινού κύκλου της σφαίρας. Προβάλουµε όλα 

τα σηµεία της σφαίρας πάνω στον κύλινδρο κατά τις προεκτάσεις των ευθειών τους από το 

κέντρο της σφαίρας και αναπτύσσουµε τον κύλινδρο σε ένα επίπεδο γύρω από µια γενέτειρά 

του. Ο κύλινδρος επειδή είναι αναπτυκτή επιφάνεια έχει ως συνέπεια τα σηµεία να µην έχουν 

καµιά παραµόρφωση κατά την ανάπτυξή του. Αυτή είναι µια σύµµορφη απεικόνιση της σφαί-

ρας σε ένα επίπεδο.     

 
Σχήµα 5.5. Εγκάρσια Μερκατορική Προβολή. 

 

Στο προβολικό αυτό επίπεδο ιδρύουµε ένα σύστηµα ορθογωνίων καρτεσιανών συντεταγµέ-

νων µε άξονα των y να ταυτίζεται µε τον µέγιστο κύκλο επαφής και ο οποίος προβάλλεται ως 

ευθεία και άξονα των x τον ισηµερινό, ο οποίος επίσης προβάλλεται ως ευθεία και είναι κάθε-

τος στον άξονα των y. Η αρχή του συστήµατος είναι η τοµή του κεντρικού µεσηµβρινού µε 

τον ισηµερινό. 

Αν αντί για σφαίρα χρησιµοποιήσουµε ένα ΕΕΠ, τότε για µια ζώνη ο κύλινδρος θα εφάπτεται 

σε ένα σηµείο του κεντρικού µεσηµβρινού που στο ΕΕΠ δεν είναι κύκλος αλλά έλλειψη.  Οι 

παράλληλοι προβάλλονται ως καµπύλες γραµµές µε τα κυρτά να στρέφονται προς τον ισηµε-
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ρινό, ενώ οι µεσηµβρινοί ως καµπύλες γραµµές µε τα κοίλα να στρέφονται προς τον κεντρικό 

µεσηµβρινό και αποκλίνοντας απ’ αυτόν τόσο όσο περισσότερο απέχουν. 

Οι σχέσεις µε τις οποίες υπολογίζουµε τις συντεταγµένες  (Ε,Ν) στην Μερκατορική προβολή 

είναι : 
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µε  Ε=Ε’+c   όπου c=200000 ή c=500000.  

και   

0

222 cos
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και οι σχέσεις για τις συντεταγµένες  (φ, λ) είναι: 
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όπου ρ’, Ν’ οι ακτίνες καµπυλότητας για πλάτος φ’ και  

ϕ′′=η′

ϕ′=′
22 cos

tan

e
t

 

Στην Ελλάδα χρησιµοποιούνται τρεις παραλλαγές της εγκάρσιας µερκατορικής προβολής. 

 
• Η Εγκάρσια µερκατορική προβολή ζώνης 3ο (ΤΜ 3 ο ) 

Η προβολή ΤΜ 30 είναι µια παραλλαγή της εγκάρσιας µερκατορικής προβολής. Έχει µέτρο 

γραµµική παραµόρφωσης mο=0.9999, εύρος ζώνης 3ο µε αναφορά το Ελληνικό Datum και το 

ελλειψοειδές του Bessel και σταθερή ποσότητα c=200000. Η αφετηρία των λ είναι ο µεσηµ-

βρινός του βάθρου του Αστεροσκοπείου Αθηνών. Τρεις είναι οι ζώνες για τον Ελλαδικό χώρο 

: 

1. Η ∆υτική µε κεντρικό µεσηµβρινό λ0=-30 

2. Η Κεντρική µε κεντρικό µεσηµβρινό λ0=00 

3. Η Ανατολική µε κεντρικό µεσηµβρινό λ0=30 

Ο άξονας των τετµηµένων θεωρείται η εφαπτόµενη στον παράλληλο αφετηρίας 340. 

• Η Εγκάρσια µερκατορική µιας ζώνης. 
Η ΤΜ µιας ζώνης χρησιµοποιείται παράλληλα µε το νέο Ελληνικό Γεωδαιτικό Σύστηµα Ανα-

φοράς (ΕΓΣΑ 87) και το ελλειψοειδές εκ’ περιστροφής GRS’80, µε κεντρικό µεσηµβρινό 

λ=24ο και άξονα τετµηµένων τον ισηµερινό. Το µέτρο γραµµικής παραµόρφωσης είναι 

m0=0.9996 και η σταθερή ποσότητα c=500000.  Η προβολή ΤΜ ’87 είναι το προβολικό 

σύστηµα που χρησιµοποιείται από τον ΟΚΧΕ για την δηµιουργία του  Ελληνικού 

Κτηµατολογίου. 
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• Η προβολή UTM. 
Η UTM στην Ελλάδα εφαρµόζεται σε συνδυασµό µε το Ευρωπαϊκό Datum (ED 50) και το 

ΕΕΠ του Hayford. Ο Ελληνικός χώρος περιλαµβάνεται από τις ζώνες 34 και 35 µε κεντρικούς 

µεσηµβρινούς λ=21ο και λ=270 αντίστοιχα. Το µέτρο γραµµικής παραµόρφωσης είναι 

mο=0.9996 και η σταθερή ποσότητα c=500000. Ο άξονας των τετµηµένων θεωρείται η εφα-

πτόµενη στον ισηµερινό. 
 

 

5.3 Μετασχηµατισµός συντεταγµένων  
 

5.3.1 Αλλαγή συστήµατος αναφοράς 

Το παγκόσµιο σύστηµα εντοπισµού θέσης (Global Positioning System - GPS)  

χρησιµοποιείται πλέον στην συντριπτική πλειοψηφία των Τοπογραφικών και Γεωδαιτικών 

εργασιών διότι, όπως ήδη αναφέρθηκε υπερτερεί σε σχέση µε τις υπόλοιπες  - 

προγενέστερες - µεθόδους.  Το σύστηµα µέτρησης των συντεταγµένων του συστήµατος GPS 

είναι το WGS’84 (World Geodetic System 1984) και το ελλειψοειδές εκ’ περιστροφής που 

χρησιµοποιείται έχει σταθερές: 

Μεγάλο ηµιάξονα a=6378137.0 

Επιπλάτυνση f=298.257223563 

στο σύστηµα αναφοράς WGS’84 αναφέρονται όλες οι παρατηρήσεις που κάνουµε µε το GPS 

αν στη συνέχεια θέλουµε να µεταβούµε σε ένα τοπικό σύστηµα αναφοράς τότε είναι 

απαραίτητο να  γνωρίζουµε τις παραµέτρους που συνδέουν τα δύο συστήµατα. 

Έστω ότι έχουµε δύο καρτεσιανά συστήµατα αναφοράς το πρώτο είναι το WGS ’84 το 

σύστηµα αναφοράς του GPS και το  δεύτερο ένα τοπικό σύστηµα αναφοράς ΤΣ. Τα δυο 

συστήµατα διαφέρουν κατά τρεις συνιστώσες παράλληλης µετάθεσης  της αρχής των αξόνων 

καθώς επίσης και κατά τρεις γωνίες στροφής των αξόνων του ενός συστήµατος ως προς το 

άλλο (Σχήµα 5.6). 
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Σχήµα 5.6. Γεωδαιτικά Συστήµατα αναφοράς. 

 

Αναλυτικά οι µαθηµατικές σχέσεις που συνδέουν τα δύο συστήµατα είναι (Ρωσσικόπουλος 

1998): 
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όπου R είναι ο ορθογώνιος πίνακας στροφής που προκύπτει από το γινόµενο τριών 

επιµέρους πινάκων στροφής Euler.  Για δεξιόστροφα συστήµατα αναφοράς η σειρά των 

διαδοχικών στροφών µπορεί να είναι : 

i. Στροφή κατά γωνία xω  γύρω από τον άξονα x , ο πίνακας στροφής είναι 
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ii. Στροφή κατά γωνία yω  γύρω από τον άξονα y , ο πίνακας στροφής είναι 
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iii. Στροφή κατά γωνία zω  γύρω από τον άξονα z , ο πίνακας στροφής είναι 
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Οπότε ο πίνακας R είναι : 
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Στις συνήθεις γεωδαιτικές εφαρµογές επειδή οι γωνίες στροφής είναι µικρές  ο παραπάνω 

πίνακας απλοποιείται ως εξής : 
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Συνεπώς για να µεταβούµε από το σύστηµα αναφοράς του GPS στο τοπικό σύστηµα πρέπει 

να γνωρίζουµε τις συνιστώσες µετάθεσης και τις γωνίες στροφής . Σε αντίθεση περίπτωση θα 

πρέπει να υπολογίσουµε τις άγνωστες παραµέτρους εφαρµόζοντας ένα µετασχηµατισµό στις 

τρεις διαστάσεις µεταξύ των δύο συστηµάτων. Οι εξισώσεις του µετασχηµατισµού οµοιότητας 

για  δύο δεξιόστροφα γεωδαιτικά συστήµατα στις συνήθεις περιπτώσεις είναι: 
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Ο υπολογισµός των παραµέτρων του µετασχηµατισµού γίνεται µε ελάχιστα τετράγωνα 

οµοίως µε τον µετασχηµατισµό οµοιότητας στις δύο διαστάσεις. 

Στην περίπτωση όπου το τοπικό σύστηµα είναι το ΕΓΣΑ’87 και οι απαιτήσεις µας σε ακρίβεια 

είναι της τάξης του µέτρου, σαν σχέση που συνδέει τα δύο συστήµατα µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε την  
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Τα συστήµατα ΕΓΣΑ’87 και WGS’84 έχουν σχεδόν παράλληλους άξονες. 

 
 

5.3.2 Υπολογισµός των προβολικών συντεταγµένων από 

συντεταγµένες στο WGS’84 

Οι µετρήσεις µε το GPS χαρακτηρίζονται από καλή ακρίβεια στον προσδιορισµό της σχετικής 

θέσης µεταξύ των σηµείων παρατήρησης (της τάξης του εκατοστού) ως προς το σύστηµα 

αναφοράς WGS’84.  Επειδή όµως στον υπολογισµό του υψοµέτρου η ακρίβεια 

προσδιορισµού του υψοµέτρου δεν είναι ανάλογη της οριζόντιας ακρίβειας (ελλιπής γνώση 

του πεδίου βαρύτητας κτλ.), για να διατηρήσουµε την καλή ακρίβεια της οριζόντιας θέσης η 

διαδικασία µετατροπής των συντεταγµένων εκτελείται σε δύο στάδια, ξεχωριστά για την 

οριζόντια θέση και ξεχωριστά για το υψόµετρο. Η µετατροπή των συντεταγµένων των 

σηµείων από το σύστηµα αναφοράς WGS’84 σε ένα τοπικό σύστηµα  αναφοράς για την 

οριζόντια θέση γίνεται ακολουθώντας τα παρακάτω βήµατα: 

1. Συνορθώνουµε  το δίκτυο GPS στο σύστηµα WGS’84 ως ελεύθερο ή µε ελάχιστες 

δεσµεύσεις. 

2. Από τις καρτεσιανές συντεταγµένες (Χ,Υ,Ζ) στο WGS’84 υπολογίζουµε τις 

καρτεσιανές συντεταγµένες στο τοπικό σύστηµα αναφοράς, για όλες τις κορυφές του 

δικτύου. Οι νέες συντεταγµένες στο τοπικό σύστηµα καλούνται και προσεγγιστικές,  

επειδή δεν µας δίνουν ικανοποιητική ακρίβεια στο τοπικό σύστηµα, ο λόγος είναι ότι 

συνήθως δεν γνωρίζουµε τις σχέσεις µετατροπής µεταξύ των δύο συστηµάτων µε την 

απαιτούµενη ακρίβεια.  

3. Από τις προσεγγιστικές καρτεσιανές συντεταγµένες (Χ,Υ,Ζ) στο τοπικό σύστηµα 

υπολογίζουµε τις προσεγγιστικές  γεωδαιτικές (φ,λ,h) . 

4. Από τις προσεγγιστικές  γεωδαιτικές συντεταγµένες (φ,λ,h) του τοπικού συστήµατος 

υπολογίζουµε τις προβολικές συντεταγµένες (x,y) στην αντίστοιχη προβολή µε βάση 

τις εξισώσεις απεικόνισης. 

5. Υπολογίζουµε τις παραµέτρους του µετασχηµατισµού οµοιότητας στο προβολικό 

επίπεδο, µεταξύ των προσεγγιστικών προβολικών συντεταγµένων και ενός αριθµού 

σηµείων γνωστών προβολικών συντεταγµένων (τουλάχιστον τριών σηµείων). 

6. Με βάση τις παραµέτρους του µετασχηµατισµού οµοιότητας που υπολογίσαµε 

µετασχηµατίζουµε και τα υπόλοιπα σηµεία του δικτύου.       
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Ο µετασχηµατισµός που χρησιµοποιούµε στο 5ο βήµα είναι ο οµοιότητας. Ο λόγος που 

επιλέγουµε αυτόν το µετασχηµατισµό είναι για να διατηρήσουµε την καλή γεωµετρία του 

αρχικού δικτύου µας. Στην συνέχεια περιγράφουµε τους αλγορίθµους των δύο 

συνηθέστερων  µετασχηµατισµών, του µετασχηµατισµού οµοιότητας και του αφινικού.    

 

5.3.3 Μετασχηµατισµός Οµοιότητας 
Οι µετασχηµατισµοί είναι διαδικασίες που µας επιτρέπουν  να µεταβούµε από ένα σύστηµα 

αναφοράς σε ένα άλλο. Για να υπολογίσουµε τις σχέσεις που συνδέουν τα δύο συστήµατα 

αναφοράς θα πρέπει να γνωρίζουµε τις θέσεις (συντεταγµένες) κάποιου συγκεκριµένου, για 

κάθε τύπο µετασχηµατισµού, αριθµού σηµείων κοινών και στα δύο συστήµατα. 

Ο µετασχηµατισµοί µπορεί να αφορούν τρισδιάστατα συστήµατα αναφοράς ή δισδιάστατα. 

Για την επίλυση του προβλήµατος του µετασχηµατισµού οµοιότητας απαιτούνται τουλάχιστον 

2 γνωστά σηµεία. Στην περίπτωση όπου γνωρίζουµε περισσότερα των δύο σηµείων, 

καταφεύγουµε στην µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων . Με την προϋπόθεση ότι οι 

παρατηρήσεις  των συντεταγµένων είναι ασυσχέτιστες µεταξύ τους και της ίδιας ακρίβειας 

καταλήγουµε στις παρακάτω σχέσεις υπολογισµού των παραµέτρων του µετασχηµατισµού: 
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όπου ii vu , είναι οι αναγόµενες συντεταγµένες των  ii yx ,  αντίστοιχα ,στο κέντρο βάρους τους 

δηλαδή   
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όπου n ο αριθµός των σηµείων.Για τα υπόλοιπα σηµεία οι σχέσεις του µετασχηµατισµού 

γίνονται : 
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5.3.4 Αφινικός µετασχηµατισµός 
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Στον αφινικό µετασχηµατισµό έχουµε δύο επιπλέον παραµέτρους σε σχέση µε τον 

µετασχηµατισµό οµοιότητας, συγκεκριµένα υπολογίζουµε δύο µεταθέσεις, δύο γωνίες στρο-

φής, και δύο συντελεστές κλίµακας κατά x και y. Η µορφή του αφινικού µετασχηµατισµού για 

συστήµατα δύο διαστάσεων (επίπεδο) είναι : 

 

yii

xii

tybxaY
tybxaX

++=

++=

22

11  

   

όπου ii yx ,  οι συντεταγµένες των σηµείων στο αρχικό σύστηµα αναφοράς και ii YX , οι 

συντεταγµένες στο τελικό σύστηµα αναφοράς.  

Όπως φαίνεται από την µορφή των εξισώσεων για να υπολογίσουµε τις παραµέτρους του 

µετασχηµατισµού 2121 ,,, bbaa  απαιτούνται τουλάχιστον τρία κοινά σηµεία. Συνήθως όµως 

για αυξήσουµε την ακρίβεια αλλά και για καλύτερο έλεγχο χρησιµοποιούµε περισσότερα των 

τριών σηµείων.  Αν υποθέσουµε ότι έχουµε n κοινά σηµεία γνωστών συντεταγµένων, 

µπορούµε να δηµιουργήσουµε 2n εξισώσεις µε 6 αγνώστους και στην περίπτωση που τα 

κοινά σηµεία είναι περισσότερα των τριών, δηλαδή όταν  n > 3, το σύστηµα έχει 

περισσότερες από µια λύσεις. Για την επίλυση του προβλήµατος καταφεύγουµε στην µέθοδο 

των ελαχίστων τετραγώνων. Με την προϋπόθεση ότι οι παρατηρήσεις  των συντεταγµένων 

είναι ασυσχέτιστες µεταξύ τους και της ίδιας ακρίβειας καταλήγουµε στις παρακάτω σχέσεις 

υπολογισµού των παραµέτρων του µετασχηµατισµού : 
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όπου ii vu , είναι οι αναγόµενες συντεταγµένες των  ii yx ,  αντίστοιχα ,στο κέντρο βάρους τους 

δηλαδή   
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όπου n ο αριθµός των σηµείων. Για να εφαρµόσουµε τον µετασχηµατισµό και για τα 

υπόλοιπα σηµεία του συστήµατος οι αρχικές σχέσεις παίρνουν τη µορφή : 
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5.3.5 Αλλαγή προβολικού συστήµατος για τον Ελληνικό Χώρο 

Ένα προβολικό σύστηµα χαρακτηρίζεται από το είδος της προβολής που χρησιµοποιείται και 

τον τρόπο εφαρµογής της σε συνδυασµό πάντοτε µε το γεωδαιτικό Datum που χρησιµοποιεί-

ται. Στους µετασχηµατισµούς, µε τις προβολές και τα Datum που χρησιµοποιούνται στην Ελ-

λάδα  συναντάµε τις εξής δύο περιπτώσεις : 

• Αλλάζει η προβολή ενώ το Datum παραµένει το ίδιο. Περίπτωση  µετασχηµατισµού π.χ α-

πό Hatt  σε TM 30. Σε αυτήν την περίπτωση τα (x, y) της Hatt γίνονται (φ, λ) και στην συνέ-

χεια µετατρέπονται σε (Ε, Ν) στην ΤΜ 30 από τις εξισώσεις απεικόνισης της κάθε προβο-

λής. 

• Αλλάζει η προβολή και το Datum. Περίπτωση µετασχηµατισµού π.χ από Hatt σε ΤΜ µιας 

ζώνης. Σε αυτήν την περίπτωση τα (χ, y) της Hatt γίνονται (φ, λ). Τα (φ, λ) γίνονται (Χ, Υ, 

Ζ) στο Ελληνικό Datum. Τα (X, Y, Z) µετασχηµατίζονται σε (X’, Y’, Z’) στο ΕΓΣΑ 87 µέσω 

των παραµέτρων σύνδεσης DX, DY, DZ. Τα (X’, Y’, Z’) µετατρέπονται σε (φ’, λ’) στο ΕΓΣΑ 

87 και τέλος µετασχηµατίζονται σε (Ε, Ν) στην ΤΜ µιας ζώνης. 

Σε όλες τις περιπτώσεις µετασχηµατισµών συντεταγµένων, µπορούµε να κάνουµε και µετα-

σχηµατισµούς οµοιότητας ή αφινικού για να βελτιώσουµε την ακρίβεια της προσαρµογής. 

Σηµαντική παράµετρος στις Τα σηµεία αυτά θα πρέπει να προσέχουµε να έχουν καλή κατα-

νοµή στην περιοχή που εργαζόµαστε. 

π.χ υπάρχουν (από τον Ο.Κ.Χ.Ε) πολυώνυµα µετασχηµατισµού Hatt -> ΕΓΣΑ 87 (όχι το 

αντίστροφο) που αναφέρονται σε φύλλα 1:50000. 
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5.4 Υπολογισµός ορθοµετρικών υψοµέτρων 

Το GPS µπορεί να µας δώσει ακρίβεια στον σχετικό προσδιορισµό των γεωµετρικών 

υψοµέτρων  (h) της τάξεως του εκατοστού και  αναφέρονται στο ΕΕΠ του GPS. Από τα 

γεωδαιτικά υψόµετρα µπορούν να προσδιοριστούν τα ορθοµετρικά  υψόµετρα (Η)  µε 

διαφορετική ακρίβεια επειδή παρεµβάλλεται και η επιφάνεια του Γεωειδούς. Γενικά η σχέση 

που µας δίνει το ορθοµετρικό υψόµετρο όταν γνωρίζουµε το γεωµετρικό είναι : 

h=H+N     ή     Η=h-N  

όπου Ν  η αποχή του γεωειδούς .   

Συνεπώς η ακρίβεια προσδιορισµού των ορθοµετρικών υψοµέτρων εξαρτάται από την 

γνώση που έχουµε για το Γεωειδές στην περιοχή των µετρήσεων. Τις αποχές του γεωειδούς 

µπορούµε να τις πάρουµε από ένα χάρτη γεωειδούς, σε αυτή την περίπτωση η ακρίβεια 

προσδιορισµού των ορθοµετρικών υψοµέτρων είναι ανάλογη της ακρίβειας του χάρτη και της 

διακριτικής ικανότητας εντοπισµού του κάθε σηµείου. 

Στην περίπτωση  όπου   γνωρίζουµε τα ορθοµετρικά υψόµετρα σε ορισµένα σηµεία και η 

περιοχή εργασίας είναι περίπου 10 x 10 Km, έχοντας και ένα οµαλό σχετικά γεωειδές τότε οι 

αποχές του γεωειδούς µπορούν να προκύψουν µε την εφαρµογή µιας αναλυτικής 

παρεµβολής της µορφής :    

 

iii yaxaaN 210 ++=  

 

Όπου i=1,2,…n και ii yx ,  οι οριζόντιες συντεταγµένες   

   

Σηµείωση: Στην αναλυτική παρεµβολή µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και µεγαλύτερης 

τάξης πολυώνυµο, για αύξηση της ακρίβειας.   

 

Με την προϋπόθεση ότι οι παρατηρήσεις  των συντεταγµένων είναι ασυσχέτιστες µεταξύ 

τους και της ίδιας ακρίβειας η επίλυση µε  ελάχιστα τετράγωνα για το αναλυτικό µοντέλο µας 

δίνει την παρακάτω λύση  (Ρωσσικόπουλος 1998) : 
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για την απλοποίηση των πράξεων αντί για τις συντεταγµένες ii yx , χρησιµοποιούµε τις ii vu ,  

που είναι οι ανηγµένες συντεταγµένες στο κέντρο βάρους τους    
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 και  τις βοηθητικές µεταβλητές a, b και c  
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και τελικά εκτιµήσεις των αποχών του γεωειδούς είναι  
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Η  αναλυτική παρεµβολή µας δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα για µικρές περιοχές µε την 

προϋπόθεση ότι τα σηµεία γνωστών ορθοµετρικών υψοµέτρων καλύπτουν όλη την περιοχή 

και είναι χωροσταθµικές αφετηρίες της ΓΥΣ  ή είναι σηµεία που έχουν προκύψει από 

χωροσταθµική όδευση.  Για µεγαλύτερης έκτασης περιοχές θα πρέπει να χρησιµοποιούµε 

πιο σύνθετα µοντέλα Γεωειδούς.    


