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Μάθηµα : Αλγοριθµικές Βάσεις στη Γεωπληροφορική  
∆ιδάσκων : Συµεών Κατσουγιαννόπουλος 

 
 

Μεθοδολογίες παρεµβολής σε DTM. 
 

1. Μέθοδοι παρεµβολής. 
 

Η παρεµβολή σε ψηφιακό µοντέλο εδάφους (DTM) είναι η διαδικασία υπολογισµού των 

υψοµέτρων µιας επιφάνειας από τις µετρήσεις που έγιναν µέσα στην γειτονική περιοχή ή την 

γενικότερη περιοχή. Οι περιπτώσεις που χρησιµοποιούµε την παρεµβολή είναι :  

 

 Μετατροπή µιας επιφάνειας µεγαλύτερης διακριτικής ικανότητας σε µια άλλη επιφάνεια  

µικρότερης διακριτικής ικανότητας. 

 

 Η περιοχή ενδιαφέροντος δεν καλύπτεται πλήρως από τα δεδοµένα εδάφους. 

 

 Μια επιφάνεια αντιπροσωπεύεται από ένα πρότυπο στοιχείων που είναι διαφορετικό 

από το απαιτούµενο.  

 

Για να κατασκευάσουµε το ψηφιακό µοντέλο εδάφους,  χρειαζόµαστε την εκτίµηση του 

υψοµέτρου για κάθε σηµείο του πλέγµατος. Για το να κάνουµε αυτό, θα πρέπει να 

γνωρίζουµε αν το σηµείο είναι ακριβώς σε ένα σηµείο όπου το στοιχείο δειγµατοληψίας είναι 

διαθέσιµο, ή µεταξύ των σηµείων δειγµατοληψίας. Στην πρώτη περίπτωση, το υψόµετρο 

µπορεί να ληφθεί άµεσα από τη βάση δεδοµένων (ή την αρχική παρατήρηση), ενώ στη 

δεύτερη περίπτωση είναι αναγκαία µια µέθοδος υπολογισµού του υψοµέτρου από τα 

δεδοµένα των παρατηρήσεων. Σε ένα DTM χρησιµοποιούµε µεθόδους παρεµβολής για τις 

περιπτώσεις όπου απαιτείται : 

 

• Υπολογισµός του υψοµέτρου σε τυχαίο σηµείο  της επιφάνειας. 
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• Υπολογισµός των υψοµέτρων των κορυφών τετραγωνικού κανάβου από σηµεία 

γνωστών υψοµέτρων. 

 

•  Προσδιορισµός του υψοµέτρου από υπάρχουσες ισοϋψείς καµπύλες. 

 

• Υπολογισµός του υψοµέτρου σε νέο τετραγωνικού κάναβο (επανασύσταση).  

 

Καµία τεχνική παρεµβολής δεν µπορεί να θεωρηθεί ανώτερη από τις υπόλοιπες και άρα η 

καταλληλότερη για όλες τις εφαρµογές. Τα κριτήρια µε βάση τα οποία µπορούµε να 

επιλέξουµε µια µέθοδο παρεµβολής DTM  είναι : 

  

1ο) Ο βαθµός στον οποίο τα τοπικά χαρακτηριστικά γνωρίσµατα πρέπει να ληφθούν 

υπόψη. 

2ο) Η συνάρτηση παρεµβολής να µπορεί να προσαρµοστεί στον ποικίλο χαρακτήρα της 

περιοχής. 

3ο) Oι αλγόριθµοι παρεµβολής που θα χρησιµοποιήσουµε πρέπει να προσαρµοστούν 

στο χαρακτήρα των δεδοµένων-παρατηρήσεων  (τύπος, ακρίβεια, σηµασία, κ.λπ....) 

όπως και στη µορφή του ψηφιακού µοντέλου (δηλ. Ορθογωνικός κάναβος κ.τ.λ.).   

4ο) Ο επιθυµητός βαθµός ακρίβειας και το υπολογιστικό κόστος (χρόνος επεξεργασίας 

στον Η/Υ).   

 

Γενικά υπάρχουν δυο κατηγορίες τεχνικών για την παρεµβολή υψοµέτρου σηµείων σε µια 

επιφάνεια από τις αρχικές παρατηρήσεις, η "συνολική προσαρµογή" (Global Fit) και η 

"τοπική παρεµβολή" (Local Fit). Η πρώτη υπολογίζει µια ενιαία συνάρτηση για την 

περιγραφή µιας επιφάνειας και η οποία καλύπτει ολόκληρη την περιοχή ενώ η δεύτερη 

υπολογίζει την επιφάνεια στους διαδοχικούς κόµβους του πλέγµατος βασιζόµενη σε µια 

επιλογή των κοντινότερων σηµείων. 

 
2. Μέθοδοι  συνολικής προσαρµογής (Global Fit) 
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Η µέθοδος συνολικής προσαρµογής χρησιµοποιεί µια επιφάνεια παρεµβολής που 

θεωρούµε ότι προσεγγίζει την φυσική επιφάνεια. Η µέθοδος βασίζεται στον προσδιορισµό ενός 

πολυωνύµου  που θεωρούµε ότι προσεγγίζει βέλτιστα την πραγµατική επιφάνεια µε βάση το 

κριτήριο των ελαχίστων  τετραγώνων.  Το πολυώνυµο παρεµβολής µπορεί να επεκταθεί σε 

οποιοδήποτε επιθυµητό βαθµό, αν και πρακτικά υπάρχουν όρια που εξαρτώνται από τα 

σφάλµατα λόγω στρογγυλοποίησης και της διακριτικής ικανότητας του πλέγµατος. Οι άγνωστοι 

συντελεστές υπολογίζονται από την επίλυση ενός συστήµατος γραµµικών εξισώσεων µε την 

χρήση ελαχίστων τετραγώνων και περιλαµβάνουν τα αθροίσµατα των συντεταγµένων x, y, και z 

των αρχικών δεδοµένων. Με βάση τους συντελεστές του πολυωνύµου που υπολογίσαµε, στη 

συνέχεια µπορούµε να υπολογίσουµε το υψόµετρο οποιοδήποτε σηµείου µέσα στην περιοχή 

του πλέγµατος.   

Γενικά η παρεµβολή επιφανείας χρησιµοποιείται σε εφαρµογές όπου δεν ενδιαφέρουν οι 

τοπικές διακυµάνσεις  ή  η επίδραση τους υπολογίζεται ξεχωριστά µε την χρήση άλλων 

αλγορίθµων. Υπάρχουν διάφορα µειονεκτήµατα και πλεονεκτήµατα σε µια παρεµβολή 

επιφάνειας : 

 

Πλεονεκτήµατα 
  
 Παραγωγή µιας συνολικής επιφάνειας  

 Γρήγορος προγραµµατισµός    

 Αποδοτική σε περιπτώσεις οµαλής επιφάνειας 
 

Μειονεκτήµατα  

 

 Η πολυωνυµική επιφάνεια αποτελεί µια απλοποιηµένη µορφή της φυσικής 

επιφάνειας.  

 ∆εν δίνει καλή ακρίβεια τοπικά.  

 ∆εν δίνει αξιόπιστες τιµές στα άκρα  της επιφάνειας.  

 Η επίτευξη καλής ακρίβειας απαιτεί πολυώνυµα µεγάλου βαθµού µε συνέπεια µεγάλο 

υπολογιστικό κόστος. 
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Για τον υπολογισµό της επιφάνειας παρεµβολής µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µια γραµµική 

συνάρτηση : 

 

yaxaa)y,x(z 210 ++=  

 

ή  πολυώνυµο παρεµβολής δεύτερης τάξεως   

 
2

54
2

3210 yaxyaxayaxaa)y,x(z +++++=   

 

ή και µεγαλύτερης τάξεως. 

 

Για την περίπτωση όπου χρησιµοποιήσουµε µια γραµµική συνάρτηση παρεµβολής το σύστηµα 

των εξισώσεων που προκύπτει µε βάση το κριτήριο των ελαχίστων τετράγωνων δίνεται από τις 

εξισώσεις : 
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όπου n είναι ο αριθµός των σηµείων, και σε µορφή πινάκων : 
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Παράδειγµα : 
 
Έστω ότι θέλουµε να υπολογίσουµε  µια επιφάνεια παρεµβολής της µορφής  

yaxaa)y,x(z 210 ++=  για το παρακάτω ψηφιακό µοντέλο εδάφους :  

 
 

αν η ισοδιάσταση του κανάβου  είναι 10 µ. και θεωρήσουµε σαν αρχή των αξόνων (0,0) το κάτω 

αριστερό σηµείο του πλέγµατος, στον παρακάτω πίνακα φαίνονται αναλυτικά  όλα τα 

απαραίτητα αθροίσµατα για την δηµιουργία του συστήµατος των γραµµικών εξισώσεων. 
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Σηµείο x y z
1 0 0 3,55 0 0,00 0 0 0
2 0 10 3,45 0 34,50 0 100 0
3 0 20 3,40 0 68,00 0 400 0
4 10 0 3,60 36 0,00 100 0 0
5 10 10 3,50 35 35,00 100 100 100
6 10 20 3,40 34 68,00 100 400 200
7 20 0 3,65 73 0,00 400 0 0
8 20 10 3,55 71 35,50 400 100 200
9 20 20 3,45 69 69,00 400 400 400

Σύνολα 90 90 31,55 318 310 1500 1500 900

ii zy ⋅ 2xii zx ⋅ 2y ii yx ⋅

 
 

 

και το σύστηµα των εξισώσεων γίνεται : 

⇒















=
















⋅

















310
318
55,31

a
a
a

15090090
900150090
90909

2

1

o

      
















−
=

















009167,0
0041667,0
556,3

a
a
a

2

1

o

 

 

συνεπώς το πολυώνυµο παρεµβολής έχει τη µορφή: 

 

  y009167,0x0041667,0556,3)y,x(z ⋅−⋅+=  

 

 
3. Μέθοδοι τοπικής παρεµβολής (Local Fit) 

 
Οι µέθοδοι µε επιφάνεια παρεµβολής χρησιµοποιούν εξωτερικές χωρικές δοµές στην 

παρεµβολή. Αντίθετα οι µέθοδοι τοπικής παρεµβολής χρησιµοποιούν τις πληροφορίες από τα 

κοντινότερα σηµεία για των υπολογισµό των ενδιάµεσων τιµών και ακολουθούν την παρακάτω 

λογική : 

  

1. Καθορισµός της περιοχής ή της γειτονιάς αναζήτησης γύρω από το σηµείο παρεµβολής. 

  

2. Εύρεση των σηµείων- στοιχείων µέσα σε αυτήν την γειτονιά. 
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3. Επιλογή του µαθηµατικού προτύπου για να αντιπροσωπεύσει την µορφή πέρα από 

αυτόν τον περιορισµένο αριθµό σηµείων . 

 

Οι µέθοδοι τοπικής παρεµβολής που µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε, ανάλογα µε την µορφή 

των δεδοµένων, στα ψηφιακά µοντέλα είναι:  

 
 Παρεµβολή σε δεδοµένα ΤΙΝ. 

 

 Γραµµική Παρεµβολή.  

 Παρεµβολή µε επιφάνεια 2ης τάξης 

 Παρεµβολή µε επιφάνεια 5ης τάξης 

 
 Παρεµβολή σε Ορθογωνικό κάναβο. 

 

 Παρεµβολή γειτονικού σηµείου. 

 Γραµµική Παρεµβολή.  

 ∆ιγραµµική Παρεµβολή. 

 ∆ικυβική παρεµβολή 

 Παρεµβολή µε χρήση συναρτήσεως βάρους 

 
 
 
 
 
 
4. Μέθοδοι τοπικής παρεµβολής µε δεδοµένα από ορθογωνικό  κάναβο. 
 
4.1. Παρεµβολή γειτονικού σηµείου. 
 

Ο αλγόριθµός της παρεµβολής γειτονικού σηµείου αναλύεται στο κεφάλαιο 1.4.1 των 

σηµειώσεων και βασίζεται στην αρχή ότι η τιµή του ενδιάµεσου σηµείου είναι ίση µε την τιµή της 
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κοντινότερης κορυφής του πλέγµατος εισόδου. Στην πραγµατικότητα δεν εκτελείται  καµία 

πραγµατική παρεµβολή. Η µέθοδος παρεµβολής γειτονικού σηµείου χρησιµοποιείται στις 

περιπτώσεις όπου δεν θέλουµε να αλλάξουν οι τιµές των στοιχείων εισόδου, δεν χρησιµοποιείται 

συνήθως για παρεµβολή σε επιφάνεια. 

 

 
4.2. Γραµµική Παρεµβολή. 
 

Στην γραµµική παρεµβολή το υψόµετρο του ενδιάµεσου σηµείου προκύπτει από την εφαρµογή 

της παρεµβολής σε τρία γνωστά σηµεία του κανάβου. Ολόκληρη η περιοχή παρεµβολής 

υποδιαιρείται στα τρίγωνα και το υψόµετρο υπολογίζεται µε βάση τον αλγόριθµο: 

 

Βήµα 1ο : Έυρεση του κανάβου που βρίσκεται το ενδιάµεσο σηµείο (x, y), παίρνουµε τις 

τέσσερεις κορυφές του πλέγµατος (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3) και (x4, y4, z4). 

 

Βήµα 2ο :  Υπολογισµός των αποστάσεων s και t. 

 

x
xxs 1

∆
−

=    και   
y
yyt 1

∆
−

=  

 

όπου ∆x, ∆y η ισοδιάσταση  κατά x και y αντίστοιχα. 

 

Βήµα 3ο : Προσδιορισµός  του τριγώνου µέσα στο οποίο βρίσκεται το σηµείο : 

 

Υπολογισµός του 




>
≤

=
t0
t1

s αν
s αν

δ  

 

Βήµα 4ο : Υπολογισµός του υψοµέτρου από την συνάρτηση : 

 

{ } { }t)zz(s)zz(z)1(t)zz(s)zz(z)y,x(z 4314112231 ⋅−+⋅−+−+⋅−+⋅−+= δδ  
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4.3. ∆ιγραµµική Παρεµβολή. 
 

Η µέθοδος της διγραµµικής παρεµβολής αναλύεται στο κεφάλαιο 1.4.1 των σηµειώσεων και για 

τον προσδιορισµό του υψοµέτρου του ενδιάµεσου σηµείου χρησιµοποιεί τα τέσσερα κοντινότερα 

σηµεία του κανάβου ακολουθώντας τον αλγόριθµο : 

  

Βήµα 1ο : Εύρεση του τετραγώνου του κάναβου όπου βρίσκεται το ενδιάµεσο σηµείο (x, y), 

παίρνουµε τις τέσσερεις κορυφές του πλέγµατος (x1, y1, z1), (x2, y2, z2),  (x3, y3, z3) και (x4, y4, z4). 

 

Βήµα 2ο : Υπολογισµός των αποστάσεων s και t. 

 

x
xx

s 1

∆
−

=    και   
y
yyt 1

∆
−

=  

 

όπου ∆x, ∆y η ισοδιάσταση  κατά x και y αντίστοιχα. 

 

Βήµα 3ο : Υπολογισµός του υψοµέτρου από την εξίσωση της διγραµµικής παρεµβολής: 

 

3421 ztsz)t1(szt)s1(z)t1()s1()y,x(z ⋅⋅+⋅−⋅+⋅⋅−+⋅−⋅−=  
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Παράδειγµα : 
 
∆ίνονται τα υψόµετρα των τεσσάρων πλησιέστερων σηµείων : 

 

Z1=3.45 ,   Z2=3.40 ,  Z3=3.40 ,   Z4=3.50 

 

 
Αν η ισοδιάσταση του κανάβου είναι ∆x=∆y=10m και οι αποστάσεις s και t υπολογίστηκαν και 

είναι : s=0.7, t=0.4  

 

Το υψόµετρο του σηµείου x,y προκύπτει από την εξίσωση: 

 

 ⇒⋅⋅+⋅−⋅+⋅⋅−+⋅−⋅−= 40.37.06.050.3)7.01(6.040.37.0)6.01(45.3)7.01()6.01()y,x(z  

 451.3)y,x(z =  

 
 

4.4. ∆ικυβική Παρεµβολή. 
 

Η δικυβική παρεµβολή (βλ. κεφάλαιο 1.4.1 των σηµειώσεων) υπολογίζει το υψόµετρο του 

ενδιάµεσου σηµείου από τα  υψόµετρα των δεκαέξι κοντινότερων σηµείων του πλέγµατος 
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εισόδου. Η µορφή του εξαγόµενου ψηφιακού µοντέλου εδάφους εξαρτάται από την µορφή της 

συνάρτησης παρεµβολής που θα χρησιµοποιήσουµε. H χρησιµοποίηση µιας οµαλής καµπύλης 

και µιας µεγαλύτερης γειτονιάς δίνει στην δικυβική παρεµβολή µια τάση να εξοµαλύνει τα 

υψόµετρα, και µπορεί σε µερικές περιπτώσεις να οδηγήσει τις τιµές του πλέγµατος εξόδου να 

είναι έξω από τη σειρά των τιµών στο πλέγµα εισόδου.   
 


