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Θέμα 1ο  Βρείτε την εξίσωση των επιπέδων που είναι παράλληλα στο 𝛦𝛦1: 4𝑥𝑥 − 4𝑦𝑦 + 7𝑧𝑧 − 3 = 0 κι απέχουν 4 μονάδες 

από το σημείο 𝛭𝛭 (4,1,−2). 
 

 

Θέμα 2ο α) Βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης: 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = �
1

√1 + 𝑡𝑡2
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥2

𝑥𝑥

 

β) Υπολογίστε την τιμή του ολοκληρώματος: 

�
5

(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 3)
𝑑𝑑𝑑𝑑

4

3

 

 

Θέμα 3ο Υπολογίστε το μήκος της καμπύλης με παραμετρικές εξισώσεις: 𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑡𝑡𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 στο διάστημα 
[0,𝜋𝜋]. 

 

Θέμα 4ο Υπολογίστε το εμβαδόν μεταξύ των γραφημάτων των συναρτήσεων  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 και 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, στο 
διάστημα [0,2𝜋𝜋]. 

 

Θέμα 5ο Υπολογίστε τον όγκο του στερεού το οποίο σχηματίζεται από την περιστροφή της καμπύλης: 𝑥𝑥 = �1 + 𝑦𝑦3,𝑦𝑦 ∈
[1,2] γύρω από τον άξονα των 𝑦𝑦. 

 

Θέμα 6ο Να βρεθεί το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών 𝑧𝑧 στις περιπτώσεις κατά τις οποίες ο αριθμός 𝑧𝑧−1
𝑧𝑧−2𝑖𝑖

 
είναι: α) φανταστικός και β) πραγματικός. 

 

Θέμα 1ο  1,00 

Θέμα 2ο α) 1,25 
β) 1,25 

Θέμα 3ο  1,50 
Θέμα 4ο  1,00 
Θέμα 5ο  1,50 

Θέμα 6ο 
α) 1,25 
β) 1,25 

ΣΥΝΟΛΟ 10,00 
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Λύσεις Τελικού Διαγωνίσματος 

Θέμα 1ο  

Το ζητούμενο επίπεδο, λόγω της υπόθεσης παραλληλίας με το επίπεδο  𝛦𝛦1 θα έχει εξίσωση της μορφής: 

4𝑥𝑥 − 4𝑦𝑦 + 7𝑧𝑧 + 𝛥𝛥 = 0  (𝛦𝛦2) . 

Από τη συνθήκη της απόστασης παίρνουμε ότι: 

𝑑𝑑(𝑀𝑀,𝐸𝐸2) =
|4 ⋅ 4− 4 ⋅ 1 + 7 ⋅ (−2) + 𝛥𝛥|

√42 + 42+72
= 4 ⟹

|𝛥𝛥 − 2|

√81
= 4 ⟹ |𝛥𝛥 − 2| = 36 ⟹ 𝛥𝛥− 2 = �

36
ή

−36
⟹ 𝛥𝛥 = �

38
ή

−34
. 

Άρα υπάρχουν δύο επίπεδα που ικανοποιούν τις υποθέσεις, τα: 

4𝑥𝑥 − 4𝑦𝑦 + 7𝑧𝑧 + 38 = 0 (𝛦𝛦21) και 4𝑥𝑥 − 4𝑦𝑦 + 7𝑧𝑧 − 34 = 0 (𝛦𝛦22) . 

Θέμα 2ο 

α) Είναι: 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = �
1

√1 + 𝑡𝑡2
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥2

𝑥𝑥

= �
1

√1 + 𝑡𝑡2
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥2

1

− �
1

√1 + 𝑡𝑡2
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥

1

⟹ 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥2) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

  όπου: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �
1

√1 + 𝑡𝑡2
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥

1

 . 

  Από το Θεμελιώδες Θεώρημα του Ολοκληρωτικού Λογισμού έχουμε: 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =
1

√1 + 𝑥𝑥2
  

  άρα: 

𝐹𝐹′(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥2) ⋅ (𝑥𝑥2)′ − 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) ⟹ 𝐹𝐹′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥
1

√1 + 𝑥𝑥4
−

1
√1 + 𝑥𝑥2

 . 

β) Θα χρησιμοποιήσουμε την ανάλυση σε απλά κλάσματα ώστε να γράψουμε την υπό ολοκλήρωση συνάρτηση 
ως: 

5
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 3)

=
𝛢𝛢

𝑥𝑥 − 2
+

𝛣𝛣
𝑥𝑥 + 3

 (1) 

  για κάποιες σταθερές 𝛢𝛢 και 𝛣𝛣. Είναι: 

𝛢𝛢
𝑥𝑥 − 2

+
𝛣𝛣

𝑥𝑥 + 3
=
𝛢𝛢(𝑥𝑥 + 3) + 𝛣𝛣(𝑥𝑥 − 2)

(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 3)
=

(𝛢𝛢 + 𝛣𝛣)𝑥𝑥 + (3𝛢𝛢 − 2𝛣𝛣)
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 3)

 (2) 

  Από τις (1) και (2) παίρνουμε ότι: 
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𝛢𝛢 + 𝛣𝛣 = 0

3𝛢𝛢 − 2𝛣𝛣 = 5� ⟹
𝛢𝛢 = −𝛣𝛣

3𝛢𝛢 + 2𝛢𝛢 = 5� ⟹
𝛣𝛣 = −1
𝛢𝛢 = 1 � . 

  Άρα: 

5
(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 3)

=
1

𝑥𝑥 − 2
−

1
𝑥𝑥 + 3

  

  οπότε: 

�
5

(𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 + 3)
𝑑𝑑𝑑𝑑

4

3

= ��
1

𝑥𝑥 − 2
−

1
𝑥𝑥 + 3

�
4

3

𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
1

𝑥𝑥 − 2

4

3

𝑑𝑑𝑑𝑑 − �
1

𝑥𝑥 + 3

4

3

𝑑𝑑𝑑𝑑 = {𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑥𝑥 − 2)}𝑥𝑥=3𝑥𝑥=4 − {𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑥𝑥 + 3)}𝑥𝑥=3𝑥𝑥=4 

= 𝑙𝑙𝑙𝑙(4 − 2) − 𝑙𝑙𝑙𝑙(3 − 2) − 𝑙𝑙𝑙𝑙(4 + 3) + 𝑙𝑙𝑙𝑙(3 + 3) = 𝑙𝑙𝑙𝑙2 − 𝑙𝑙𝑙𝑙1− 𝑙𝑙𝑙𝑙7 + 𝑙𝑙𝑙𝑙6 = (𝑙𝑙𝑙𝑙2 + 𝑙𝑙𝑙𝑙6) − 𝑙𝑙𝑙𝑙7 = 

= 𝑙𝑙𝑙𝑙12 − 𝑙𝑙𝑙𝑙7 = 𝑙𝑙𝑙𝑙
12
7

 . 

Θέμα 3ο 

Το μήκος της παραμετρικής καμπύλης δίνεται από τη σχέση: 

𝒮𝒮 = ���
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

+ �
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋

0

 

όπου: 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠) = 𝑒𝑒𝑡𝑡𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝑒𝑒𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 ⟹
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑒𝑒𝑡𝑡(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) 

και 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) = 𝑒𝑒𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑒𝑒𝑡𝑡𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ⟹
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑒𝑒𝑡𝑡(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠) 

οπότε: 

𝒮𝒮 = ��(𝑒𝑒𝑡𝑡(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐))2 + (𝑒𝑒𝑡𝑡(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠))2
𝜋𝜋

0

𝑑𝑑𝑑𝑑 = ��𝑒𝑒2𝑡𝑡[(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)2 + (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)2]
𝜋𝜋

0

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 

= ��𝑒𝑒2𝑡𝑡
𝜋𝜋

0

�[(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)2 + (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)2]𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑒𝑒𝑡𝑡
𝜋𝜋

0

�2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2𝑡𝑡 + 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑒𝑒𝑡𝑡
𝜋𝜋

0

�2(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2𝑡𝑡 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 

= �𝑒𝑒𝑡𝑡
𝜋𝜋

0

√2𝑑𝑑𝑑𝑑 = √2�𝑒𝑒𝑡𝑡
𝜋𝜋

0

𝑑𝑑𝑑𝑑 = √2[𝑒𝑒𝑡𝑡]𝑡𝑡=0𝑡𝑡=𝜋𝜋 ⟹ 𝒮𝒮 = √2[𝑒𝑒𝜋𝜋 − 1]  . 
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Θέμα 4ο 

 

 

 

 

 

 

 

Το ζητούμενο εμβαδόν είναι: 

� |𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠|𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋

0

= �|𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠|𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜋𝜋
4

0

+ � |𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠|𝑑𝑑𝑑𝑑

5𝜋𝜋
4

𝜋𝜋
4

+ � |𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠|𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋

5𝜋𝜋
4

= 

= �(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜋𝜋
4

0

+ � (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) 𝑑𝑑𝑑𝑑

5𝜋𝜋
4

𝜋𝜋
4

+ � (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋

5𝜋𝜋
4

= 

= {𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐}𝑥𝑥=0
𝑥𝑥=𝜋𝜋4 + {−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠}

𝑥𝑥=𝜋𝜋4

𝑥𝑥=5𝜋𝜋4 + {𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐}
𝑥𝑥=5𝜋𝜋4

𝑥𝑥=2𝜋𝜋 = 

= �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜋𝜋
4

+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
𝜋𝜋
4
− 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠0 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐0� + �−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

5𝜋𝜋
4
− 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

5𝜋𝜋
4

+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
𝜋𝜋
4

+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜋𝜋
4
�+ �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜋𝜋 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜋𝜋 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

5𝜋𝜋
4
− 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

5𝜋𝜋
4
� = 

 

= �
√2
2

+
√2
2
− 0 − 1� + �

√2
2

+
√2
2

+
√2
2

+
√2
2
� + �0 + 1 +

√2
2

+
√2
2
� = √2 − 1 + 2√2 + 1 + √2 

⟹ � |𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠|𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋

0

= 4√2  . 

Θέμα 5ο Ο παραγόμενος από την περιστροφή περί τον 𝑦𝑦 άξονα όγκος δίνεται από: 

𝒱𝒱 = 𝜋𝜋���1 + 𝑦𝑦3�
2
𝑑𝑑𝑑𝑑

2

1

= 𝜋𝜋�(1 + 𝑦𝑦3)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜋𝜋 �𝑦𝑦 +
𝑦𝑦4

4
�
𝑦𝑦=1

𝑦𝑦=2

= 𝜋𝜋 �2− 1 +
16
4
−

1
4
�

2

1

= 𝜋𝜋 �6−
5
4
� =

19𝜋𝜋
4

 . 

 

 

cosx 

sinx 
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Θέμα 6ο 

 

 


