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Εισηγητής: Γεώργιος Τζανετόπουλος Λύσεις Τελικού Διαγωνίσματος 
 
Θέμα 1ο : Έστω 𝑄𝑄 το επίπεδο που ορίζεται από την δοσμένη ευθεία (𝜀𝜀) και την προβολή της, ας είναι, (𝛿𝛿) πάνω στο 

επίπεδο 𝛱𝛱. Τότε 𝛿𝛿 = 𝛱𝛱⋂𝑄𝑄. 

 

 

 

 

 

 

 

Ένα κάθετο διάνυσμα 𝒖𝒖��⃗  προς το επίπεδο 𝑄𝑄 είναι κάθετο προς το 𝒂𝒂��⃗ = (1,2,1) το οποίο είναι παράλληλο προς την 
ευθεία (𝜀𝜀) αλλά και προς το κάθετο διάνυσμα στο επίπεδο 𝛱𝛱  𝒏𝒏��⃗ = (1,−2,3). Συνεπώς είναι:  

𝒖𝒖��⃗ = 𝒂𝒂��⃗ × 𝒏𝒏��⃗ = �
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
1 2 1
1 −2 3

� = 8𝒊𝒊 − 2𝒋𝒋 − 4𝒌𝒌 ⟹ 𝒖𝒖��⃗ = (8,−2,−4). 

οπότε αν 𝒓𝒓𝟎𝟎����⃗ = 𝛰𝛰𝛲𝛲0 = (1,0,3) είναι η διανυσματική ακτίνα του σημείου 𝛲𝛲0(1,0,3) από το οποίο διέρχεται η 
ευθεία (𝜀𝜀), (άρα το  𝛲𝛲0 ανήκει και στο επίπεδο 𝑄𝑄) η εξίσωση του επιπέδου 𝑄𝑄 δίνεται από: 

(𝒓𝒓�⃗ − 𝒓𝒓𝟎𝟎����⃗ ) ⋅ 𝒖𝒖��⃗ = 0 ⟺ (𝑥𝑥 − 1,𝑦𝑦 − 0, 𝑧𝑧 − 3) ⋅ (8,−2,−4) = 0 ⟺ 8(𝑥𝑥 − 1) − 2𝑦𝑦 − 4(𝑧𝑧 − 3) = 0 ⟺ 

⟺ 4𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 − 2𝑧𝑧 + 2 = 0 (𝑄𝑄) 

Επομένως: 

𝛿𝛿: �𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦 + 3𝑧𝑧 − 3 = 0
4𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 − 2𝑧𝑧 + 2 = 0� ⟺ �𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦 = −3𝑧𝑧 + 3

4𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = 2𝑧𝑧 − 2 � ⟺ � 𝑥𝑥 = 𝑧𝑧 − 1
𝑦𝑦 = 2𝑧𝑧 − 2� ⟺ 𝑥𝑥 + 1 = 𝑦𝑦+2

2
= 𝑧𝑧 (𝛿𝛿) .  

Θέμα 2ο : Το επίπεδο 𝛱𝛱1 έχει κάθετο διάνυσμα 𝒏𝒏𝟏𝟏����⃗ = (1,3,−1) ενώ το επίπεδο 𝛱𝛱2 έχει κάθετο διάνυσμα 𝒏𝒏𝟐𝟐����⃗ = (3,−2,1). 
Το ζητούμενο επίπεδο έχει κάθετο διάνυσμα 𝒏𝒏��⃗  το οποίο είναι κάθετο προς τα 𝒏𝒏𝟏𝟏����⃗  και 𝒏𝒏𝟐𝟐����⃗ . Άρα:  

 𝒏𝒏��⃗ =  𝒏𝒏𝟏𝟏����⃗ ×  𝒏𝒏𝟐𝟐����⃗ = �
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
1 3 −1
3 −2 1

� = 𝒊𝒊 − 4𝒋𝒋 − 11𝒌𝒌 ⟹ 𝒏𝒏��⃗ = (1,−4,−11). 

Aν 𝒓𝒓𝟎𝟎����⃗ = 𝛰𝛰𝛰𝛰 = (1,2,−3) είναι η διανυσματική ακτίνα του σημείου 𝐴𝐴(1,2,−3) από το οποίο διέρχεται το προς 
εύρεση επίπεδο θα έχουμε ότι η εξίσωσή του δίνεται από: 

(𝒓𝒓�⃗ − 𝒓𝒓𝟎𝟎����⃗ ) ⋅ 𝒏𝒏��⃗ = 0 ⟺ (𝑥𝑥 − 1,𝑦𝑦 − 2, 𝑧𝑧 + 3) ⋅ (1,−4,−11) = 0 ⟺ 𝑥𝑥 − 1− 4(𝑦𝑦 − 2) − 11(𝑧𝑧 + 3) = 0 ⟺ 

⟺ 𝑥𝑥 − 4𝑦𝑦 − 11𝑧𝑧 − 26 = 0  

Θέμα 3ο : 

Α) i)  Από υπόθεση, (𝛪𝛪𝛪𝛪1), πολλαπλασιάζοντας τα δύο μέλη της με 𝑒𝑒−𝑥𝑥  παίρνουμε ότι ∀ 𝑥𝑥 ∈ ℝ ισχύει: 

𝑒𝑒−𝑥𝑥ℎ′(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒−𝑥𝑥ℎ(𝑥𝑥) + 𝑒𝑒−𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑥𝑥 − 1) ⟺ 𝑒𝑒−𝑥𝑥ℎ′(𝑥𝑥) − 𝑒𝑒−𝑥𝑥ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑒𝑒−𝑥𝑥 + 1 − 𝑒𝑒−𝑥𝑥 ⟺ 

⟺ [𝑒𝑒−𝑥𝑥ℎ(𝑥𝑥)]′ = 𝑥𝑥𝑒𝑒−𝑥𝑥 + 1 − 𝑒𝑒−𝑥𝑥 ⟺ �[𝑒𝑒−𝑥𝑥ℎ(𝑥𝑥)]′ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = �(𝑥𝑥𝑒𝑒−𝑥𝑥 + 1− 𝑒𝑒−𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 ⟺ 

𝑒𝑒−𝑥𝑥ℎ(𝑥𝑥) = �𝑥𝑥𝑒𝑒−𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 +� 1𝑑𝑑𝑑𝑑 + �(−𝑒𝑒−𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑥𝑥𝑒𝑒−𝑥𝑥 − 𝑒𝑒−𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 + 𝑒𝑒−𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 ⟺ 
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⟺ 𝑒𝑒−𝑥𝑥ℎ(𝑥𝑥) = −𝑥𝑥𝑒𝑒−𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 ⟺ ℎ(𝑥𝑥) =
−𝑥𝑥𝑒𝑒−𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐

𝑒𝑒−𝑥𝑥
⟺ ℎ(𝑥𝑥) = −𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑒𝑒𝑥𝑥  (1) 

Από υπόθεση (𝛪𝛪𝛪𝛪2) και τη σχέση  (1), έχουμε για 𝑥𝑥 = 0 : 

ℎ(0) = −0 + 0𝑒𝑒0 + 𝑐𝑐𝑒𝑒0 ⟺ 𝑐𝑐 = 0  (2) 

Τελικά από τις σχέσεις (1) και (2) βρίσκουμε ότι: ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥 − 𝑥𝑥  . 

ii) Είναι: ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 ⟹ ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥(𝑒𝑒𝑥𝑥 − 1). Αν 𝑥𝑥 ≥ 0, 𝑒𝑒𝑥𝑥 ≥ 1 ⟹ 𝑒𝑒𝑥𝑥 − 1 ≥ 0 ⟹ 𝑥𝑥(𝑒𝑒𝑥𝑥 − 1) ≥ 0 

⟹ ℎ(𝑥𝑥) ≥ 0. Αν 𝑥𝑥 < 0, 𝑒𝑒𝑥𝑥 < 1 ⟹ 𝑒𝑒𝑥𝑥 − 1 < 0 ⟹ 𝑥𝑥(𝑒𝑒𝑥𝑥 − 1) > 0 ⟹ℎ(𝑥𝑥) > 0. Συνεπώς ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ,ℎ(𝑥𝑥) ≥ 0. 

Β) Έστω 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 1 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥),∀ 𝑥𝑥 ∈ [0,1]. Τότε: 

�𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0

= �{1 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)}𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0

= �𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0

− �𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0

= 1− 1 = 0 ⟹ �𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0

= 0 . 

Επίσης είναι από υπόθεση: 

� [1− 𝑓𝑓(𝑥𝑥)]𝑒𝑒−𝑓𝑓(𝑥𝑥)
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ 0 ⟹� 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑒𝑒𝑔𝑔(𝑥𝑥)−1

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ 0 ⟹

1
𝑒𝑒
� 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑒𝑒𝑔𝑔(𝑥𝑥)
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ 0 ⟹ 

⟹� 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑒𝑒𝑔𝑔(𝑥𝑥)
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ 0 = �𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0

⟹ � 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑒𝑒𝑔𝑔(𝑥𝑥)
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ �𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0

⟹ � �𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑒𝑒𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥)�
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ 0 

⟹� 𝑔𝑔(𝑥𝑥)�𝑒𝑒𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 1�
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ 0 ⟹� ℎ�𝑔𝑔(𝑥𝑥)�

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ 0 (1). 

Η συνάρτηση (ℎ ∘ 𝑔𝑔)(𝑥𝑥) είναι συνεχής στο διάστημα [0,1] ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων και ισχύει ότι 
(ℎ ∘ 𝑔𝑔)(𝑥𝑥) ≥ 0,∀𝑥𝑥 ∈ [0,1] (από το ερώτημα Α). Αν υποθέσουμε ότι η συνάρτηση (ℎ ∘ 𝑔𝑔)(𝑥𝑥) δεν μηδενίζεται 

παντού στο διάστημα [0,1] θα έχουμε ότι: ∫ ℎ�𝑔𝑔(𝑥𝑥)�1
0 𝑑𝑑𝑑𝑑 > 0 πράγμα που έρχεται σε αντίφαση με την σχέση 

(1). Άρα (ℎ ∘ 𝑔𝑔)(𝑥𝑥) = 0, ∀𝑥𝑥 ∈ [0,1]. Συνεπώς 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0,∀𝑥𝑥 ∈ [0,1]. Απ’ όπου: 1− 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0,∀𝑥𝑥 ∈ [0,1], ή 
τελικά 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1,∀𝑥𝑥 ∈ [0,1]. 

Θέμα 4ο :  Είναι:  

𝑥𝑥2(𝑡𝑡) = �𝑡𝑡 +
1
𝑡𝑡
�
2

= 𝑡𝑡2 + 2𝑡𝑡
1
𝑡𝑡

+
1
𝑡𝑡2

= 𝑡𝑡2 +
1
𝑡𝑡2

+ 2 ⟹𝑥𝑥2(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦(𝑡𝑡) + 2 ⟹ 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 − 2. 

Άρα: 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2𝑥𝑥 και 𝑑𝑑2𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑥𝑥2

= 2. 

Οπότε η τιμή της δοσμένης παράστασης γίνεται: 

𝑆𝑆 = (𝑥𝑥2 − 4)
𝑑𝑑2𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑥𝑥2

+ 𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

− 4𝑦𝑦 = 2(𝑥𝑥2 − 4) + 𝑥𝑥 ⋅ 2𝑥𝑥 − 4(𝑥𝑥2 − 2) ⟹𝑆𝑆 = 2𝑥𝑥2 − 8 + 2𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥2 + 8 ⟹ 𝑆𝑆 = 0 . 
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Θέμα 5ο : Είναι:  

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

�
1
2
𝑥𝑥2 + 3� ⟹

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑥𝑥 και �
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

= 𝑥𝑥2 . 

Οπότε το ζητούμενο μήκος της καμπύλης 𝒞𝒞𝑓𝑓 ανάμεσα στα σημεία 𝛢𝛢(0,3) και 𝛣𝛣(1, 7
2
) δίνεται από: 

𝒮𝒮 = � �1 + �
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
21

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � �1 + 𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
=

1
2
�𝑥𝑥�1 + 𝑥𝑥2 + 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑥𝑥 + �1 + 𝑥𝑥2��

𝑥𝑥=0

𝑥𝑥=1
⟹ 

⟹ 𝒮𝒮 =
1
2
�√2 + 𝑙𝑙𝑙𝑙�1 + √2� − 0� ⟹ 𝒮𝒮 =

√2
2

+
1
2
𝑙𝑙𝑙𝑙�1 + √2� . 

Θέμα 6ο : Βρίσκουμε τα σημεία τομής της παραβολής 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 − 4 και της ευθείας 𝑦𝑦 = 1
2
𝑥𝑥 + 1. Είναι:  

𝑥𝑥2 − 4 =
1
2
𝑥𝑥 + 1 ⟺ 2𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 10 = 0 ⟺ (𝑥𝑥 + 2) �𝑥𝑥 −

5
2
� = 0 ⟺ 𝑥𝑥 = −2 ή 𝑥𝑥 =

5
2

. 

Τότε το ζητούμενο εμβαδόν δίνεται από: 

ℰ = ��(𝑥𝑥2 − 4) − �
1
2
𝑥𝑥 + 1�� 𝑑𝑑𝑑𝑑

5
2

−2

= ��𝑥𝑥2 −
1
2
𝑥𝑥 − 5� 𝑑𝑑𝑑𝑑

5
2

−2

= ��−𝑥𝑥2 +
1
2
𝑥𝑥 + 5� 𝑑𝑑𝑑𝑑

5
2

−2

 

καθώς το τριώνυμο 𝑥𝑥2 − 1
2
𝑥𝑥 − 5 είναι αρνητικό εντός του διαστήματος των ριζών �−2, 5

2
�. 

Συνεπώς: 

ℰ = − �𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑

5
2

−2

+
1
2
�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

5
2

−2

+ 5 �𝑑𝑑𝑑𝑑

5
2

−2

= ⋯ =
243
16

. 
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Θέμα 7ο :  Η δοσμένη καμπύλη τέμνει τον άξονα των 𝑥𝑥 στα σημεία με τετμημένες 𝑥𝑥 = 0 και 𝑥𝑥 = 3.  

Οπότε ο ζητούμενος όγκος είναι: 

𝒱𝒱 = 𝜋𝜋�[𝑓𝑓(𝑥𝑥)]2𝑑𝑑𝑑𝑑
3

0

= 𝜋𝜋�
𝑥𝑥
9

(𝑥𝑥 − 3)2𝑑𝑑𝑑𝑑
3

0

=
𝜋𝜋
9
�𝑥𝑥(𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 9)𝑑𝑑𝑑𝑑
3

0

=
𝜋𝜋
9
�(𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 9𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
3

0

= 

=
𝜋𝜋
9
�
1
4
𝑥𝑥4 − 2𝑥𝑥3 +

9
2
𝑥𝑥2�

𝑥𝑥=0

𝑥𝑥=3

=
𝜋𝜋
9
�
81
4
− 54 +

81
2
− 0� =

3𝜋𝜋
4

 . 


