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ΘΕΜΑ 1o   

Φορτίο μάζας m μπορεί να ολισθαίνει κατά μήκος της «γλίστρας» 
ΑΒ. Η τελευταία συγκρατείται σε οριζόντια θέση με την βοήθεια 
της άρθρωσης Β και του συρματοσχοίνου CD. Αν το 
συρματόσχοινο αντέχει 2000 Κp, βρείτε την μέγιστη επιτρεπτή 
απομάκρυνση  α .  

Πόση είναι τότε η δύναμη στην άρθρωση; 

Πως αλλιώς θα μπορούσε να στηριχθεί η γλίστρα, μόνο στον 
τοίχο, ισοστατικά; Βρείτε για την περίπτωση αυτή και για την 
μέγιστη απομάκρυνση τα «εντατικά» μεγέθη της στήριξης. 

ΛΥΣΗ 

Εξετάζομε την ισορροπία του σώματος ΑCB,  στην οριακή 
κατάσταση που το συρματόσχοινο «φορτίζεται» με δύναμη C = 
2000 Kp. Στο διπλανό σχήμα φαίνεται το διάγραμμα του ελευθέρου 
αυτού σώματος.  Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΖΔC έχω : 

  εφ(35ο) = DZ/CZ = H/CZ => CZ=H/εφ(35ο) =>  CZ = 1.428 H 

Ας πάρομε και την περίπτωση που m=1500 Κg και Η = 100 cm. Τότε, 
για το βάρος W ισχύει :   

 W = mg = 1500*10 = 15000 Ν  = 1500 Kp.   (g = 10m/s2) 

Συνθήκες ισορροπίας του σώματος : 

ΣFx = 0 => Cx + Bx = 0 => Bx = - 2000 cos(35ο) =>                                         Bx = - 1638 Kp                 

ΣFy = 0 => Cy – W + By = 0 =>          By = 1500  - 2000 sin(35ο) =>             By =     353 Kp                 

Οπότε, το μέτρο της δύναμης στην άρθρωση είναι : Β = √(-1638)2 + (353)2   =>      Β = 1676 Κp 

Το διάνυσμα της δύναμης βρίσκεται στο δεύτερο τεταρτημόριο, το δε συνημίτονο κατεύθυνσης με τον 
άξονα των Χ είναι :  

cos(θx) = Bx/B = - 0.977 

οπότε η δύναμη σχηματίζει γωνία 167.8ο με τον θετικό ημιάξονα των Χ. 

ΣΜΒ = 0 => Cy * CZ + Cx*0.4 –W*a =0 =>2000 sin(35ο)*(1.428*1.0)  + 2000 cos(35ο)*0.4 – 1500 a=0=> 

 a= 1.529 m  
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Υπάρχουν πολλοί τρόποι να στηριχθεί η γλίστρα ισοστατικά, όμως αν θέλομε να στηρίζεται μόνο στον τοίχο, 
πρέπει να πακτωθεί στην θέση  Β.  

Χρησιμοποιώντας τις συνθήκες ισορροπίας, υπολογίζομε την 
δύναμη και την ροπή της πάκτωσης – τα εντατικά μεγέθη της 
στήριξης δηλαδή : 

ΣFx = 0 =>                                       Bx = 0               

ΣFy = 0 =>  – W + By = 0 =>          By = 1500 Kp                 

ΣΜΒ = 0 => Μ –W*a =0 =>                                                                                          Μ = 2294 Kpm 

 

ΘΕΜΑ 2ο    

Είναι το δικτύωμα του 
σχήματος, στο οποίο έχει αναρτηθεί 
η μάζα m,  με την συγκεκριμένη 
στήριξη, ισοστατικό;    
Δικαιολογήστε. 
Υπολογίσετε τις δυνάμεις  (σε N) στις 
ράβδους   α και β . 
Τι θα συμβεί αν αφαιρεθεί η ράβδος 
ΕΒ; 
Τι θα συμβεί αν προστεθεί μια 
ράβδος στο αρχικό δικτύωμα – η ΑΔ. 

ΛΥΣΗ 

1. Το δικτύωμα είναι ισοστατικό, διότι είναι «απλό» : Δηλαδή μπορεί κανείς να το φαντασθεί ότι 
δημιουργείται από το τρίγωνο ΑΒΕ, στο οποίο έχουν προστεθεί οι ράβδοι β και α και στην συνέχεια 
οι ράβδοι ΔΓ και ΒΓ. Στηρίζεται επίσης ισοστατικά – μια άρθρωση και μια κύλιση.  

2. Αν αφαιρεθεί μια οποιαδήποτε ράβδος, το δικτύωμα παύει να είναι «στερεά» κατασκευή. Είναι 
πλέον μηχανισμός. 

3. Αν προστεθεί μια ράβδος, το δικτύωμα γίνεται  υπερστατικό.   
 

Υπολογισμός δυνάμεων 
 

Μπορεί κανείς ασφαλώς να γράψει τις  2x5 = 
10 εξισώσεις ισορροπίας των 5 κόμβων και να 
υπολογίσει τις 7 δυνάμεις των ράβδων + τις 
τρεις δυνάμεις των στηρίξεων.  
Αν ζητά ειδικά της δυνάμεις των ράβδων α 
και β, μπορεί να κάνει κάτι απλούστερο : Να 
επιλύσει τον κόμβο Γ και στην συνέχεια να 
προχωρήσει στον κόμβο Δ.  
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θ= atan(ΔΒ/ΒΓ) => …                        θ= 8.53ο  

Ισορροπία κόμβου Γ. 

𝛴𝐹௬ = 0 => 𝐹௱௰ cos(90௢ − 𝜃) + 𝑚𝑔 cos(180௢) = 0 => 𝐹௱௰ = (𝑚𝑔/𝑠𝑖𝑛𝜃) 𝑵 

Ισορροπία κόμβου Δ : 

𝛴𝐹௫ = 0 => 𝐹ఉ cos(180௢) + 𝐹௱௰𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0 => 𝑭𝜷 = +(𝒎𝒈/𝒕𝒂𝒏𝜽)  𝑵   (εφελκυστική) 

𝛴𝐹௬ = 0 => 𝐹௔ cos(180௢) + 𝐹௱௰𝑐𝑜𝑠(90௢ + 𝜃) = 0 => 𝑭𝒂 = −(𝒎𝒈)  𝑵   (θλιπτική) 

 

ΘΕΜΑ 3ο   

Τα συρματόσχοινα ΒΓ και ΑΓ, στηρίζονται 
στα σημεία Β και  Α του επιπέδου ΧΥ αντίστοιχα 
και στο σημείο Γ του στύλου ΟΕΓ,  στο οποίο 
ασκούν  δυνάμεις  𝐹ଵ

ሬሬሬ⃗   και 𝐹ଶ
ሬሬሬ⃗   . Τα μέτρα των 

δυνάμεων είναι 1000 Kp και 500 Kp αντίστοιχα.  

1. Υπολογίσετε την συνισταμένη 𝑅ሬ⃗  των 
δυνάμεων   𝐹ଵ

ሬሬሬ⃗   και 𝐹ଶ
ሬሬሬ⃗  . Περνά ό φορέας της εν 

λόγω συνισταμένης από το σημείο Ο; 
2. Υπολογίσετε την ροπή   𝛭௱

ሬሬሬሬሬ⃗    της δύναμης    
𝐹ଵ
ሬሬሬ⃗     ως προς το σημείο Δ με συντεταγμένες 
(x,5,0). 

Δεδομένα : 

 Ο στύλος είναι «μπηγμένος» στο σημείο (0,-1m,0), έχει  ύψος ΟΕ=5 m, η οριζόντια προβολή 
του ΕΓ βρίσκεται στο επίπεδο ΥΖ και έχει μήκος 3m. 

x : το τελευταίο και d : το προτελευταίο ψηφίο του αριθμού μητρώου σας, σε m. 

ΛΥΣΗ 

(1) 

Ας εξετάσομε την περίπτωση d=5, οπότε το σημείο B είναι το (-5, 10, 0). 

Σύμφωνα με την εκφώνηση, οι συντεταγμένες των σημείων Α και Γ είναι αντίστοιχα : 

(12, -8, 0) και (0, 2, 5)  αντίστοιχα. 
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Τα συνημίτονα κατεύθυνσης των δυνάμεων   𝐹ଵ
ሬሬሬ⃗   και 𝐹ଶ

ሬሬሬ⃗    είναι ίδια με αυτά των διανυσμάτων    𝛤𝛢ሬሬሬሬሬ⃗   

και 𝛤𝛣ሬሬሬሬሬ⃗    αντίστοιχα. 

Για το μήκος και τα συνημίτονα κατεύθυνσης του 𝜞𝜜ሬሬሬሬሬ⃗  ισχύει : 

𝛤𝛢ଶ = (𝛸௮ − 𝛸௰)ଶ + (𝛶௮ − 𝛶௰)ଶ + (𝛧௮ − 𝛧௰)ଶ = (12 − 0)ଶ + (−8 − 2)ଶ + (0 − 5)ଶ=> ΓΑ 
= 16.04 m  

               𝑐os൫𝜗௰௮ೣ
൯ =

ఄ೦ି௑೨

௰௮
=

ଵଶ

ଵ଺.଴ସ
= 0.732   

               𝑐os൫𝜗௰௮೺
൯ =

௒೦ି௒೨

௰௮
=

ିଵ଴

ଵ଺.଴ସ
= −0.610   
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௓೦ି௓೨

௰௮
=

ିହ

ଵ଺.଴ସ
= −0.305   

Για το μήκος και τα συνημίτονα κατεύθυνσης του 𝜞𝜝ሬሬሬሬሬሬ⃗  ισχύει : 

𝛤𝛣ଶ = (𝛸௯ − 𝛸௰)ଶ + (𝛶௯ − 𝛶௰)ଶ + (𝛧௯ − 𝛧௰)ଶ = (−5 − 0)ଶ + (10 − 2)ଶ + (0 − 5)ଶ=> ΓΒ 
= 10.68 m  

               𝑐os൫𝜗௰௯ೣ
൯ =
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௰௯
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ଵ଴.଺଼
= −0.468   
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Οι δυνάμεις συνεπώς των συρματοσχοίνων, ως διανύσματα είναι : 

𝑭𝟏
ሬሬሬሬ⃗ = 1000𝐾𝑝 ቀ 𝑐os൫𝜗௰௮ೣ

൯ଙ⃗ + 𝑐os ቀ𝜗௰௮೤
ቁ ଚ⃗ + 𝑐os൫𝜗௰௮೥

൯𝒌ሬሬ⃗  ቁ = 732𝐾𝑝 ଙ⃗ − 610𝐾𝑝 ଚ⃗ − 305𝐾𝑝 𝒌ሬሬ⃗    

𝑭𝟐
ሬሬሬሬ⃗ = 500𝐾𝑝 ቀ 𝑐os൫𝜗௰௯ೣ

൯ଙ⃗ + 𝑐os ቀ𝜗௰௯೤
ቁ ଚ⃗ + 𝑐os൫𝜗௰௯೥

൯𝒌ሬሬ⃗  ቁ = −234𝐾𝑝 ଙ⃗ + 375𝐾𝑝 ଚ⃗ − 234𝐾𝑝 𝒌ሬሬ⃗    

Η δε συνισταμένη τους : 

𝑅ሬ⃗ = 𝐹ଵ
ሬሬሬ⃗ + 𝐹ଶ

ሬሬሬ⃗ = (731𝐾𝑝 ଙ⃗ − 610𝐾𝑝 ଚ⃗ − 305𝐾𝑝 𝒌ሬሬ⃗ ) + ൫−234𝐾𝑝 ଙ⃗ + 375𝐾𝑝 ଚ⃗ − 234𝐾𝑝 𝒌ሬሬ⃗ ൯ => 

𝑹ሬሬ⃗ = 𝟒𝟗𝟖𝑲𝒑 ଙ⃗ − 𝟐𝟑𝟓𝑲𝒑 ଚ⃗ − 𝟓𝟑𝟗𝑲𝒑 𝒌ሬሬ⃗ = 𝟕𝟕𝟎 𝑲𝒑(𝟎. 𝟔𝟒𝟔 ଙ⃗ − 𝟎. 𝟑𝟎𝟓 ଚ⃗ − 𝟎. 𝟕𝟎𝟎 𝒌ሬሬ⃗ ) 

Το μέτρο της συνισταμένης είναι R=770 Kp. 

Για να διέρχεται  ο φορέας της συνισταμένη  από το Ο, θα πρέπει  τα συνημίτονα κατεύθυνσής της, 
δηλαδή η τριάδα (𝟎. 𝟔𝟒𝟔, −𝟎. 𝟑𝟎𝟓, −𝟎. 𝟕𝟎𝟎 ), να είναι ίδια με τα συνημίτονα κατεύθυνσης του 

διανύσματος  𝜞𝜪ሬሬሬሬሬሬ⃗ . Αναλυτική γεωμετρία. 

Ένας άλλος τρόπος να το δει κανείς είναι ο «γεωμετρικός» : Η συνισταμένη βρίσκεται  στο επίπεδο 
(ΑΓΒ). Αναγκαία (όχι ικανή!) συνθήκη για να περνά ο φορέας της από το Ο, είναι η τομή του εν 



λόγω επιπέδου με το επίπεδο ΧΥ, δηλαδή η ευθεία ΑΒ, να περνά από το Ο. Διαπιστώστε με απλή 
επίπεδη γεωμετρία, ότι κάτι τέτοιο δεν συμβαίνει! 

(2) 

Η  ροπή   𝛭௱
ሬሬሬሬሬ⃗    της δύναμης    𝐹ଵ

ሬሬሬ⃗     ως προς το Δ, δίνεται από την  ορίζουσα : 

𝛭௱
ሬሬሬሬሬ⃗ = ቮ

𝚤 𝚥     𝑘ሬ⃗

𝛥𝛤௫

𝐹ଵೣ

𝛥𝛤௬ 𝛥𝛤௭

𝐹ଵ೤
𝐹ଵ೥

ቮ 

Όπου : 𝛥𝛤௫, 𝛥𝛤௬, 𝛥𝛤௭   είναι οι συνιστώσες του διανύσματος  𝛥𝛤ሬሬሬሬሬ⃗ .  Ας πάρομε την περίπτωση 

Δ=(7,5,0) τότε 𝛥𝛤ሬሬሬሬሬ⃗ = (−7, −3, +5).   

𝜧𝜟
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = ቮ

𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗

𝑟௫

𝐹ଵೣ

𝑟௬ 𝑟௭

𝐹ଵ೤
𝐹ଵ೥

ቮ=ቮ
𝚤 𝚥        𝑘ሬ⃗

−7
732

−3        +5
−610 −305

ቮ = 𝟑𝟗𝟔𝟓𝐾𝑝𝑚 ଙ⃗ + 𝟏𝟓𝟐𝟓𝐾𝑝𝑚 ଚ⃗ + 𝟔𝟒𝟔𝟔𝐾𝑝𝑚 𝒌ሬሬ⃗  

 

 

 
 


