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Τυπολόγιο

Χρήσιμοι τύποι τριγωνομετρίας:
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Βασικά ολοκληρώματα:
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Χρήσιμες ιδιότητες των ολοκληρωμάτων:

1. Αν 
[image: image19.wmf]'()()

Fxfx

=

, τότε 
[image: image20.wmf](())'()(())

fgxgxdxFgxC

=+

ò

.  Αυτή η ιδιότητα μας λέει ότι αν θέσουμε 
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και μας επιτρέπει την ολοκλήρωση με αντικατάσταση.  Είναι η ολοκληρωτική μορφή του κανόνα της αλυσίδας στις παραγώγους.  Περαιτέρω, αυτή η ιδιότητα μας υποχρεώνει να ορίσουμε το διαφορικό 
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.  Αυτή η ιδιότητα μας επιτρέπει να ολοκληρώσουμε κατά παράγοντες.  Είναι η ολοκληρωτική μορφή του κανόνα της αλυσίδας.
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.  Αυτή η ιδιότητα μας επιτρέπει να εκτελέσουμε το ολοκλήρωμα ενός κλάσματος αν τύχει και ο αριθμητής είναι η παράγωγος του παρονομαστή. 

Διαφορικά:

Ορισμός:  
[image: image27.wmf]()'()

dfxfxdx

=

. 

Μερικά απλά ολοκληρώματα-Μερικά βασικά τρυκ

Παράδειγμα 1: Υπολογίστε το αόριστο ολοκλήρωμα 
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Λύση:  Στα ολοκληρώματα σχεδόν πάντα βολεύει να μετατρέψουμε τις ρίζες σε δυνάμεις.  Εφαρμόζοντας αυτό το τρυκ εδώ παίρνουμε ότι 
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Παράδειγμα 2: Υπολογίστε το αόριστο ολοκλήρωμα 
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Λύση:  Μέσα σε ένα διαφορικό μπορούμε πάντα να σχηματίσουμε ένα πολυώνυμο πρώτου βαθμού πολλαπλασιάζοντας ή διαιρώντας με σταθερές.  Εδώ για παράδειγμα έχουμε ότι 
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.  Συνεπώς το ολοκλήρωμα παίρνει την μορφή 
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.  Βλέποντας τώρα την παράσταση 
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[image: image34.wmf]1

cos(35)

3

IxC

=-++

.  Εφαρμόζοντας αυτό το τρυκ εδώ αποφύγαμε να χρησιμοποιήσουμε την νέα μεταβλητή 
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 συντομεύοντας με αυτόν τον τρόπο τον υπολογισμό του ολοκληρώματος.  
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Παράδειγμα 3: Υπολογίστε το αόριστο ολοκλήρωμα 
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Λύση:  Στα ολοκληρώματα σχεδόν πάντα αλλάζουμε βάση στα εκθετικά σύμφωνα με τον τύπο 
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.  Εφαρμόζοντας αυτό το τρυκ εδώ παίρνουμε ότι 
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Παράδειγμα 4: Υπολογίστε το αόριστο ολοκλήρωμα 
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Λύση:  Όταν κάνουμε κάποιο ολοκλήρωμα δεν πρέπει να ξεχνάμε ότι το αποτέλεσμα είναι μία συνάρτηση της οποίας η παράγωγος είναι η ολοκληρωτέα ποσότητα.  Σε αυτό το ολοκλήρωμα για παράδειγμα έχουμε την παράγωγο της εφαπτομένης.  Συνεπώς 
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Ολοκλήρωση με αντικατάσταση 

Είναι ίσως η πιο βασική μέθοδος ολοκλήρωσης.  Ο τρόπος που λειτουργεί φαίνεται από το παρακάτω παράδειγμα.  

Παράδειγμα 1: Υπολογίστε το αόριστο ολοκλήρωμα 
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Λύση:  Το παραπάνω ολοκλήρωμα δεν είναι κάποιο από τα βασικά ολοκληρώματα που πρέπει κάποιος να γνωρίζει, μπορεί όμως να αναχθεί σε αυτά με μια μετονομασία.  Ας ονομάσουμε 
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.  Τότε 
[image: image43.wmf]2'

(1)2

duxdxxdx

=+=

.  Αντικαθιστώντας στο Ι παίρνουμε 
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.  Συνεπώς 
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Βασικά βήματα

Βήμα 1: Αναγνωρίσαμε την παράσταση 
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 την οποία βόλευε να την δούμε σαν μία μεταβλητή 
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Βήμα 2: Αναγνωρίσαμε το διαφορικό 
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 μέσα στο ολοκλήρωμα.  Αυτή η αναγνώριση είναι απαραίτητη για να μπορέσουμε να προχωρήσουμε.  Είναι ίσως το σημείο στο οποίο βλέπουμε αν η αλλαγή μεταβλητής που κάναμε λειτουργεί.  Για παράδειγμα αν είχαμε το ολοκλήρωμα 
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 τότε η αλλαγή μεταβλητής 
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 δεν θα λειτουργούσε, μια και δεν είμαστε σε θέση να αναγνωρίσουμε το διαφορικό 
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Παρατήρηση:  Στα ολοκληρώματα μετατρέπουμε σχεδόν πάντα την ρίζα σε δύναμη, 
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Πότε χρησιμοποιείται 

Η ολοκλήρωση με αντικατάσταση χρησιμοποιείται σε πολύ διαφορετικά ολοκληρώματα καθώς και συχνά με πολύ περίεργες αντικαταστάσεις.  Συνεπώς η σωστή χρήση της μεθόδου απαιτεί αρκετή πείρα.  Πάντως μερικές περιπτώσεις που χρησιμοποιείται είναι οι παρακάτω

· Όταν υπάρχουν υπόριζες ποσότητες.  Σε αυτή την περίπτωση θέτουμε την υπόριζη ποσότητα ίση με 
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· Όταν υπάρχουν παραστάσεις σε δυνάμεις. Σε αυτή την περίπτωση θέτουμε την παράσταση ίση με 
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.  Εδώ θέτουμε  
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· Όταν υπάρχουν παραστάσεις σε εκθέτες.  Σε αυτή την περίπτωση θέτουμε τον εκθέτη ίσο με 
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. Εδώ θέτουμε 
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· Όταν υπάρχουν παραστάσεις σε τριγωνομετρικές συναρτήσεις.  Σε αυτή την περίπτωση θέτουμε την παράσταση ίση με 
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· Όταν υπάρχουν κλάσματα με εκθετικά.  Σε αυτή την περίπτωση θέτουμε  το εκθετικό ίσο με 
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.  Εδώ θέτουμε 
[image: image69.wmf]x

ue

=

.

· Σε ειδικές περιπτώσεις κάποιες από τις οποίες θα δούμε αναλυτικά παρακάτω.  

Παράδειγμα 2:  Υπολογίστε το ολοκλήρωμα 
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Λύση:  Θέτουμε 
[image: image71.wmf]2

31

uxx

=--

.  Τότε 
[image: image72.wmf]2'

(31)(61)

duxxdxxdx

=--=-

.  Αντικαθιστώντας στο Ι παίρνουμε 
[image: image73.wmf]2

sincoscos(31)

IuduuCxxC

==-+=---+

ò

.  Συνεπώς 
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· Συχνά για να αναγνωρίσουμε το διαφορικό 
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 χρειάζεται να πολλαπλασιάσουμε και να διαιρέσουμε με κάποιο αριθμό.  

Παράδειγμα 3:  Υπολογίστε το ολοκλήρωμα 
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Λύση:  Θέτουμε 
[image: image77.wmf]2

366

uxx

=-+

.  Τότε 
[image: image78.wmf](66)

duxdx

=-

.  Εδώ δεν έχουμε αυτούσιο τον παράγοντα 
[image: image79.wmf](66)

x

-

 στο ολοκλήρωμα αλλά υπάρχει ένα πολλαπλάσιο του, το 
[image: image80.wmf](1)

x

-

.  Για να αντικαταστήσουμε πολλαπλασιάζουμε και διαιρούμε με το 6.  Συνεπώς  
[image: image81.wmf]424

233

11(363)

(66)(363)

662424

uxx

IxxxdxuduCC

-+

=--+==+=+

òò

.

 (
· Μερικές φορές χρειάζεται να αντικαταστήσουμε πίσω από τον τύπο του 
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· Συχνά χρησιμοποιείται κάποιο διαφορετικό γράμμα από το 
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 στο ολοκλήρωμα.  Αυτό δεν κάνει καμία διαφορά γιατί το 
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 αποτελεί εσωτερική μεταβλητή του ολοκληρώματος συνεπώς μπορούμε να της δώσουμε ότι όνομα θέλουμε.

Παράδειγμα 4:  Υπολογίστε το ολοκλήρωμα 
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Λύση:  Θέτουμε 
[image: image87.wmf]3sin5

ut

=+

.  Τότε 
[image: image88.wmf]3cos

dutdt

=

.  Εδώ μπορούμε να αναγνωρίσουμε το διαφορικό αν πολλαπλασιάσουμε και διαιρέσουμε με το 3.  Αλλά φαίνεται να περισσεύει ένας παράγοντας 
[image: image89.wmf]sin

t

 στον αριθμητή.  Ο τρόπος που αντιμετωπίζουμε αυτό το πρόβλημα είναι αντικαθιστώντας το 
[image: image90.wmf]sin

t

 από την εξίσωση  
[image: image91.wmf]3sin5

ut

=+

.  Συνεπώς  
[image: image92.wmf]1/21/2

3/21/2

3

13sincos1sin1515

33399

3sin53

15210

(3sin5)(3sin5)

93/291/2279

tttu

Idtduduuduudu

tuu

uu

CttC

-

-

====-

+

=-+=+-++

òòòòò

.
  (
· Συχνά η αντικατάσταση μπορεί να γίνει αυτόματα εισάγοντας παράγοντες στο διαφορικό.  Αυτή η μέθοδος είναι ιδιαίτερα χρήσιμη όταν έχουμε μετασχηματισμούς της μορφής 
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 και το α είναι απλά αριθμός, συνεπώς σε αυτή την περίπτωση μπορούμε πάντα να κατασκευάσουμε το διαφορικό 
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 μέσα στο ολοκλήρωμα.

Παράδειγμα 5:  Υπολογίστε το ολοκλήρωμα 
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 Λύση:  
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 επειδή 
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.  Μπορούμε τώρα να δούμε την ποσότητα 
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Ολοκλήρωση κατά παράγοντες

Αυτή η τεχνική βασίζεται στην ολοκληρωτική μορφή του κανόνα παραγώγισης  γινομένου
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Ο τύπος αυτός μας δίνει την δυνατότητα να μεταφέρουμε παραγώγους από τον ένα παράγοντα της ολοκληρωτέας ποσότητας στον άλλο.  

Παράδειγμα 1:  Υπολογίστε το ολοκλήρωμα 
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 Λύση:  Εδώ έχουμε ότι 
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· Σε αυτό το παράδειγμα είδαμε ότι το 
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 γράφεται εύκολα σαν παράγωγος του 
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 τότε αυτός θα εξαφανιστεί και έτσι θα πάρουμε ένα απλούστερο ολοκλήρωμα.  

· Κάποιες φορές χρειάζεται να μεταβιβάσουμε παραγώγους πολλές φορές για να υπολογίσουμε ένα ολοκλήρωμα.  Ας δούμε το παρακάτω παράδειγμα. 

Παράδειγμα 2:  Υπολογίστε το ολοκλήρωμα 
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 Λύση:  Εδώ έχουμε ότι 
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Ως αυτό το σημείο έχουμε κάνει μία ολοκλήρωση κατά παράγοντες και δεν είμαστε ακόμη σε θέση να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα.  Βλέπουμε όμως ότι η δύναμη του πολυωνυμικού παράγοντα έχει πέσει από δύο σε ένα λόγω της μεταφοράς της παραγώγου.  Αν αυτό επαναληφθεί τότε ο πολυωνυμικός παράγοντας θα εξαφανιστεί τελείως.  Συνεπώς χρειάζεται να κάνουμε άλλη μία ολοκλήρωση κατά παράγοντες.  Τώρα έχουμε ότι 
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Πότε χρησιμοποιείται  

Σε γενικές γραμμές μπορούμε να χωρίσουμε τα ολοκληρώματα που γίνονται με ολοκλήρωση κατά παράγοντες σε τρεις κατηγορίες.

Κατηγορία 1: Ολοκληρώματα της μορφής πολυώνυμο επί ημίτονο, συνημίτονο ή εκθετικό.  Αυτά γίνονται όπως τα παραπάνω παραδείγματα.  

Κατηγορία 2: Ολοκληρώματα της μορφής πολυώνυμο επί λογάριθμο.  Εδώ, σε αντίθεση με την προηγούμενη κατηγορία, γράφουμε το πολυώνυμο σαν παράγωγο κάποιου άλλου πολυωνύμου, και μεταφέρουμε αυτή την παράγωγο στο λογάριθμο.   Ας δούμε πως υπολογίζονται αυτά τα ολοκληρώματα στο παρακάτω παράδειγμα.  

Παράδειγμα 3:  Υπολογίστε το ολοκλήρωμα 
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 Λύση:  Εδώ έχουμε ότι 
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 συνεπώς 
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· Είναι δυνατόν ακόμη και να λείπει ο πολυωνυμικός παράγοντας.  Σε αυτή την περίπτωση λαμβάνουμε ως πολυωνυμικό παράγοντα το 1.  

 Παράδειγμα 4:  Υπολογίστε το ολοκλήρωμα 
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 Λύση:  Εδώ έχουμε ότι 
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Κατηγορία 3: Ολοκληρώματα της μορφής εκθετικό επί ημίτονο ή συνημίτονο.  Εδώ αν εφαρμόσουμε δύο φορές την ολοκλήρωση κατά παράγοντες εκφράζοντας τον ίδιο παράγοντα ως παράγωγο, τότε ξαναεμφανίζεται το ίδιο ολοκλήρωμα.  Αυτό μας επιτρέπει να λύσουμε ως προς το ολοκλήρωμα και έτσι να το υπολογίσουμε.  

Παράδειγμα 5:  Υπολογίστε το ολοκλήρωμα 
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 Λύση:  Εδώ έχουμε ότι 
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 συνεπώς 
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Αυτό σημαίνει ότι το ολοκλήρωμα I ικανοποιεί την εξίσωση


[image: image124.wmf]22
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Λύνοντας αυτή την εξίσωση βρίσκουμε ότι 
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  Επειδή πάντα τα αόριστα ολοκληρώματα υπολογίζονται έως μία αυθαίρετη σταθερά έχουμε ότι 
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Ολοκλήρωση κλασμάτων    

Το πρώτο που κάνουμε όταν μας δώσουν το ολοκλήρωμα μίας κλασματικής συνάρτησης είναι να δούμε αν η δύναμη του αριθμητή είναι αυστηρά μικρότερη από  την δύναμη του παρονομαστή.   Αν δεν είναι εκτελούμε την διαίρεση πολυωνύμων.    

Παράδειγμα 1: Υπολογίστε το αόριστο ολοκλήρωμα 
[image: image127.wmf]2
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Λύση:  Εδώ η δύναμη του αριθμητή είναι μεγαλύτερη από την δύναμη του παρονομαστή άρα μπορούμε να εκτελέσουμε την διαίρεση.  Πράγματι 
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.  Εδώ το 
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λέγεται πηλίκο της διαίρεσης, και το 
[image: image130.wmf]2

1

x

+

 λέγεται υπόλοιπο της διαίρεσης.  Άρα έχουμε 
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21

12(1)2ln|1|

1212

xx

IxdxxdxxxC

xx

æö

=-+=-++=-+++

ç÷

++

èø

òò

.  (
Μετά την διαίρεση πολυωνύμων μας μένει ένα πολυώνυμο, που λέγεται πηλίκο και ένα κλάσμα με την δύναμη του αριθμητή αυστηρά μικρότερη από την δύναμη του παρονομαστή που λέγεται υπόλοιπο.  Στο παράδειγμα 1 το πηλίκο είναι το 
[image: image132.wmf]1
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 και το υπόλοιπο το 
[image: image133.wmf]2
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.  Συνεπώς το πρόβλημα του υπολογισμού του ολοκληρώματος ανάγεται στον υπολογισμό του ολοκληρώματος ενός κλάσματος στο οποίο η δύναμη του αριθμητή είναι αυστηρά μικρότερη από την δύναμη του παρονομαστή. 

Κλάσματα με παρονομαστή πρώτου βαθμού.  Σε αυτή την περίπτωση το υπόλοιπο είναι ένα κλάσμα όμοιας μορφής με το υπόλοιπο στο παράδειγμα 1 και το ολοκλήρωμα αυτού οδηγεί σε ένα λογάριθμο.  
Κλάσματα με παρονομαστή δευτέρου βαθμού.  Εδώ υπάρχουν δύο περιπτώσεις.  Η μία είναι να παραγοντοποιείται ο παρονομαστής (περίπτωση 1) και η άλλη να μην παραγοντοποιείται (περίπτωση 2). 
Περίπτωση 1: Ας δούμε ένα παράδειγμα ολοκληρώματος με παρονομαστή δευτέρου βαθμού που παραγοντοποιείται.  

Παράδειγμα 2: Υπολογίστε το αόριστο ολοκλήρωμα 
[image: image134.wmf]2
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Λύση:  Εδώ η δύναμη του αριθμητή είναι αυστηρά μικρότερη από την δύναμη του παρονομαστή άρα δεν χρειάζεται να εκτελέσουμε διαίρεση.  Το κλάσμα που μας δίνεται είναι κατ’ ευθείαν το υπόλοιπο.  Για τον παρονομαστή έχουμε ότι 
[image: image135.wmf]2
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 και άρα παραγοντοποιείται.  Σε αυτή την περίπτωση σπάζουμε το κλάσμα σε μερικά κλάσματα.  Αυτό σημαίνει ότι γράφουμε το κλάσμα στην μορφή 
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 και ψάχνουμε να βρούμε για ποια Α,Β ισχύει αυτή η ισότητα.  Για να το βρούμε αυτό πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της εξίσωσης με το 
[image: image137.wmf](3)(1)
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 οπότε παίρνουμε την εξίσωση 
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.  Αυτή η εξίσωση πρέπει να ισχύει για όλα τα 
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 συνεπώς πρέπει να έχουμε ότι 
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.  Άρα το ολοκλήρωμα μας παίρνει την μορφή 
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Βασικά βήματα

Βήμα 1: Γράψαμε το κλάσμα (ή το υπόλοιπο του αν η δύναμη του αριθμητή είναι μεγαλύτερη ή ίση με την δύναμη του παρονομαστή) στην μορφή 
[image: image142.wmf]31
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.  Ένα κλάσμα τύπου υπολοίπου στο οποίο ο παρονομαστής παραγοντοποιείται σε δύο διαφορετικούς παράγοντες πάντα σπάει σε μερικά κλάσματα με παρονομαστές αυτούς τους παράγοντες.  

Βήμα 2: Εκτελούμε το ολοκλήρωμα των δύο μερικών κλασμάτων και παίρνουμε λογαρίθμους.  
Περίπτωση 2α: Ας δούμε ένα παράδειγμα κλάσματος με παρονομαστή δευτέρου βαθμού στο οποίο ο παρονομαστής δεν παραγοντοποιείται και ο αριθμητής είναι αριθμός.  

Παράδειγμα 3: Υπολογίστε το αόριστο ολοκλήρωμα 
[image: image143.wmf]2
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Λύση:  Εδώ o αριθμητής είναι αριθμός και ο παρονομαστής έχει αρνητική διακρίνουσα άρα δεν παραγοντοποιείται.  Ένας παρονομαστής που δεν παραγοντοποιείται γράφεται αναγκαστικά σαν άθροισμα τετραγώνων.  Συμπληρώνοντας το τετράγωνο παίρνουμε ότι 
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Βασικά βήματα

Γράψαμε το κλάσμα στην μορφή 
[image: image146.wmf]22
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.  Το ολοκλήρωμα ενός τέτοιου κλάσματος υπολογίζεται θέτοντας 
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και το αποτέλεσμα είναι μία αντίστροφη εφαπτομένη.  Πράγματι 
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 Περίπτωση 2β: Αν το κλάσμα με τον μη παραγοντοποιήσημο δευτεροβάθμιο παρονομαστή έχει πρωτοβάθμιο αριθμητή τότε ακολουθούμε το παρακάτω παράδειγμα.  Υπενθυμίζεται ότι σε περίπτωση που ο αριθμητής έχει μεγαλύτερο βαθμό από ένα, τότε εκτελώντας την διαίρεση πολυωνύμων καταλήγουμε σε ένα υπόλοιπο στο οποίο ο αριθμητής έχει ή βαθμό ένα ή είναι αριθμός.  

Παράδειγμα 4: Υπολογίστε το αόριστο ολοκλήρωμα 
[image: image149.wmf]2
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Λύση:  Εδώ έχουμε πρωτοβάθμιο  αριθμητή και ο παρονομαστής έχει αρνητική διακρίνουσα άρα δεν παραγοντοποιείται. Συνεπώς γράφεται σαν άθροισμα τετραγώνων.  Συμπληρώνοντας το τετράγωνο παίρνουμε ότι 
[image: image150.wmf]22

45(2)1

xxx

++=++

.  Άρα το ολοκλήρωμα μας γίνεται   
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Εδώ στο πρώτο ολοκλήρωμα ο αριθμητής είναι πολλαπλάσιο της παραγώγου του παρονομαστή συνεπώς μας δίνει λογάριθμο, ενώ στο δεύτερο είναι σκέτος αριθμός και το ολοκλήρωμα μας δίνει αντίστροφη εφαπτομένη.  Πράγματι, 
[image: image152.wmf]2
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Βασικά βήματα

Τον πρωτοβάθμιο αριθμητή μπορούμε πάντα να τον γράψουμε σαν το άθροισμα ενός πρωτοβάθμιου όρου ανάλογου με την παράγωγο του παρονομαστή και ενός αριθμού.  Αυτό χωρίζει το κλάσμα μας σε δύο κλάσματα, ένα που δίνει αποτέλεσμα λογάριθμο και ένα που δίνει αποτέλεσμα τόξο εφαπτομένης (arctan).

Κλάσματα με παρονομαστή μεγαλυτέρου βαθμού.  Εδώ γράφουμε τον παρονομαστή σαν ένα γινόμενο από πρωτοβάθμιους και δευτεροβάθμιους όρους, και μετά σπάμε το κλάσμα σε μερικά κλάσματα ακολουθώντας τους εξής κανόνες: α) Για κάθε παράγοντα της μορφής 
[image: image153.wmf]()
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 στον παρονομαστή αντιστοιχούμε το μερικό κλάσμα 
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 στο ανάπτυγμα σε μερικά κλάσματα, β) Για κάθε παράγοντα της μορφής 
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 αντιστοιχούμε το μερικό κλάσμα 
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.  γ) Για κάθε παράγοντα της μορφής 
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 αντιστοιχούμε τα μερικά κλάσματα 
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.  Τέλος πολλαπλασιάζουμε όλο το ανάπτυγμα με τον κοινό παρονομαστή και εξισώνουμε για να βρούμε τις σταθερές 
[image: image159.wmf],,
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Παράδειγμα 5: Υπολογίστε το αόριστο ολοκλήρωμα 
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Λύση:  Κατ’ αρχήν ο αριθμητής έχει αυστηρά μικρότερη δύναμη από τον παρονομαστή συνεπώς δεν έχουμε να κάνουμε διαίρεση.  Ο παρονομαστής παραγοντοποιείται μια και 
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.  Ακολουθώντας τον παραπάνω κανόνα για τα μερικά κλάσματα γράφουμε
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.  Για να προσδιορίσουμε τις σταθερές 
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ABC

 πολλαπλασιάζουμε με τον κοινό παρονομαστή  οπότε παίρνουμε ότι 
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.  Συγκεντρώνοντας όλες τις δυνάμεις του 
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 παίρνουμε ότι 
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.  Για να ισχύει αυτή η εξίσωση για όλα τα 
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 πρέπει οι σταθερές μπροστά από όλες τις δυνάμεις του 
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 να ταυτίζονται, άρα 
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.   Συνεπώς έχουμε ότι 
[image: image170.wmf]3
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.  Το πρώτο ολοκλήρωμα έχει πρωτοβάθμιο παρονομαστή και δίνει λογάριθμο, το δεύτερο όμως έχει δευτεροβάθμιο μη παραγοντοποιήσιμο παρονομαστή με γραμμικό αριθμητή, συνεπώς πρέπει να χωρίσουμε τον αριθμητή σε άθροισμα ενός πολλαπλασίου της παραγώγου του παρονομαστή και ενός σταθερού όρου, σύμφωνα με την περίπτωση2β παραπάνω.  Εδώ η παράγωγος του παρονομαστή είναι 
[image: image171.wmf]2
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Τριγωνομετρικά ολοκληρώματα ημίτονων και συνημίτονων

Περίπτωση 1: Ολοκληρώματα γινομένων ημίτονων και συνημίτονων πολλαπλασίων γωνιών.  Τα ολοκληρώματα αυτά γίνονται μετατρέποντας τα γινόμενα σε αθροίσματα.  Εδώ είναι χρήσιμοι οι τύποι
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Παράδειγμα 1: Υπολογίστε το αόριστο ολοκλήρωμα 
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Λύση:  Εδώ έχουμε ότι 
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. Συνεπώς έχουμε ότι 
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· Εδώ χρειάστηκε η δεύτερη από τις τριγωνομετρικές ταυτότητες 
[image: image177.wmf]sin()sin,   cos()cos
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Περίπτωση 2: Ολοκληρώματα γινομένων δυνάμεων ημίτονων και συνημίτονων.

Εδώ αν το 
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 είναι σε περιττή δύναμη θέτουμε 
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.  Όμοια αν το 
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είναι σε περιττή δύναμη τότε θέτουμε 
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.  Στην περίπτωση που δεν υπάρχει περιττή δύναμη προσπαθούμε να εξαφανίσουμε τις δυνάμεις χρησιμοποιώντας τους τύπους αποτετραγωνισμού  
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Παράδειγμα 2: Υπολογίστε το αόριστο ολοκλήρωμα 
[image: image183.wmf]23
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Λύση:  Εδώ το 
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 είναι σε περιττή δύναμη συνεπώς θέτουμε 
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· Εδώ αξίζει να παρατηρήσουμε ότι αν στο πρώτο βήμα αντικαταστήσουμε το διαφορικό 
[image: image187.wmf]cos
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 μέσα στο ολοκλήρωμα τότε δεν μας μένει μόνο μία συνάρτηση του 
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 μέσα στο ολοκλήρωμα, αλλά μας μένει και ένας παράγοντας 
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[image: image190.wmf]22
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 για να μπορέσουμε να τον εκφράσουμε συναρτήσει του 
[image: image191.wmf]u

.  Σε αυτό το βήμα είναι που χρειάζεται να είναι περιττή η αρχική δύναμη του 
[image: image192.wmf]cos

x

, διαφορετικά εμφανίζονται ρίζες.  

Το παρακάτω παράδειγμα είναι ένα πιο περίπλοκο ολοκλήρωμα που υπολογίζεται με τον παραπάνω τρόπο αλλά εμφανίζεται αρκετά συχνά και για αυτό τον λόγο δίνεται σαν λήμμα. 

Λήμμα : Αποδείξτε ότι το αόριστο ολοκλήρωμα 
[image: image193.wmf]11
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· Προτού προχωρήσουμε στην  απόδειξη αξίζει να θυμηθούμε τον ορισμό δύο τριγωνομετρικών συναρτήσεων που δεν χρησιμοποιούνται πολύ συχνά εκτός του διαφορικού λογισμού, την τέμνουσα 
[image: image194.wmf]1
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 και την συντέμνουσα 
[image: image195.wmf]1
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.  Η βασικές ταυτότητες που ικανοποιούν αυτές οι συναρτήσεις είναι οι 
[image: image196.wmf]2222
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[image: image197.wmf]sincosx
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 είναι η εφαπτομένη και η συνεφαπτομένη του 
[image: image198.wmf]x

.  

Λύση:  
[image: image199.wmf]1
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.  Εδώ το 
[image: image200.wmf]cos
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 είναι υψωμένο στην  περιττή δύναμη –1 και το 
[image: image201.wmf]sin
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 είναι υψωμένο στην άρτια μηδενική δύναμη, συνεπώς θέτουμε 
[image: image202.wmf]sincos
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. Συνεπώς έχουμε  
[image: image203.wmf]222
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.  Άρα το ολοκλήρωμα μας ανάγεται σε ένα ολοκλήρωμα κλάσματος με παραγοντοποιήσιμο παρονομαστή δευτέρου βαθμού.  Για να κάνουμε αυτό το ολοκλήρωμα παραγοντοποιούμε τον παρονομαστή και αναλύουμε σε μερικά κλάσματα.   
[image: image204.wmf]2
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.  Πολλαπλασιάζουμε τώρα την εξίσωση με τον κοινό παρονομαστή 
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 και βρίσκουμε ότι 
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· Σε αυτή την περίπτωση η περιττή δύναμη ήταν αρνητική 
[image: image210.wmf]1
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 και παράγοντας με δύναμη ημίτονου δεν υπήρχε, που σημαίνει ότι το ημίτονο είναι υψωμένο στην μηδενική δύναμη.  Αυτό δεν κάνει καμία διαφορά στον τρόπο που χειριζόμαστε το ολοκλήρωμα.  

Παράδειγμα 3: Υπολογίστε το αόριστο ολοκλήρωμα 
[image: image211.wmf]2
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Λύση:  Εδώ το
[image: image212.wmf]sin

x

είναι υψωμένο στο τετράγωνο και το 
[image: image213.wmf]cos
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 είναι υψωμένο στην μηδενική δύναμη, άρα δεν υπάρχουν τριγωνομετρικές συναρτήσεις σε περιττή δύναμη.  Συνεπώς προσπαθούμε να διώξουμε τις δυνάμεις χρησιμοποιώντας τους τύπους αποτετραγωνισμού.   Πράγματι 
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· Καμία φορά χρειάζεται εφαρμογή των τύπων αποτετραγωνισμού πάνω από μία φορά. 

Παράδειγμα 4: Υπολογίστε το αόριστο ολοκλήρωμα 
[image: image215.wmf]4
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Λύση:  Εδώ το
[image: image216.wmf]cos

x

είναι υψωμένο στην τέταρτη δύναμη και το 
[image: image217.wmf]sin
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 είναι υψωμένο στην μηδενική δύναμη, άρα δεν υπάρχουν τριγωνομετρικές συναρτήσεις σε περιττή δύναμη.  Εφαρμόζοντας τους τύπους αποτετραγωνισμού παίρνουμε ότι 
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Για να υπολογίσουμε το εναπομένων ολοκλήρωμα πρέπει να εφαρμόσουμε ξανά τους τύπους.  Πράγματι, 
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Τριγωνομετρικές Αντικαταστάσεις

Μερικές φορές όταν δεν δουλεύει η αντικατάσταση κάποιας υπόριζης ποσότητας ή κάποιου παρονομαστή με 
[image: image220.wmf]u

πρέπει να χρησιμοποιήσουμε πιο εξειδικευμένες αντικαταστάσεις.  Τέτοιες είναι και οι τριγωνομετρικές αντικαταστάσεις που θα δούμε παρακάτω.  

Πότε χρησιμοποιούνται: 

Όταν δεν δουλεύει άλλη αντικατάσταση και 

· Εμφανίζεται η ρίζα 
[image: image221.wmf]2
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.  Τότε θέτουμε 
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.  Σε αυτή την περίπτωση έχουμε ότι 
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όταν το 
[image: image224.wmf]cos
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 είναι θετικό (μας αρκεί ο υπολογισμός του ολοκληρώματος σε αυτή την περίπτωση).  Επίσης 
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· Εμφανίζεται η ρίζα 
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.  Τότε θέτουμε 
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.  Σε αυτή την περίπτωση έχουμε ότι 
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 όταν η τέμνουσα 
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 είναι θετική.  Επίσης 
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.  Η ίδια αντικατάσταση μπορεί να χρησιμοποιηθεί και όταν  εμφανίζεται η παράσταση 
[image: image231.wmf]2
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 χωρίς την ρίζα.  

· Εμφανίζεται η ρίζα 
[image: image232.wmf]2
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.  Σε αυτή την περίπτωση λειτουργεί ο μετασχηματισμός 
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.  Εδώ έχουμε ότι 
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 αν η εφαπτομένη είναι θετική.  Επίσης έχουμε ότι 
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Παράδειγμα 1: Υπολογίστε το αόριστο ολοκλήρωμα 
[image: image236.wmf]2
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Λύση:  Εδώ θέτουμε 
[image: image237.wmf]sincos

xudxudu
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.   Αντικαθιστώντας στο ολοκλήρωμα παίρνουμε ότι 
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· Εδώ ο παρατηρητικός φοιτητής μπορεί να ρωτήσει γιατί δεν πήραμε ότι 
[image: image239.wmf]2
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 αλλά πετάξαμε το απόλυτο χωρίς να το σκεφτούμε πολύ.  Η απάντηση είναι ότι αν περιοριστούμε στην περίπτωση που το 
[image: image240.wmf]cos
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 είναι θετικό και πετάξουμε το απόλυτο, τότε ολοκληρώνοντας θα βρούμε μία συνάρτηση της οποίας η παράγωγος μας δίνει την συνάρτηση που ολοκληρώνουμε.  Και επειδή αυτό μπορούμε να το ελέγξουμε  και όταν 
[image: image241.wmf]cos
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 δεν είναι θετικό, κάτι που εδώ φυσικά ισχύει, ξέρουμε αν το ολοκλήρωμα που υπολογίσαμε έχει καθολική ισχύει ή όχι.  

· Αυτό το ολοκλήρωμα είναι τόσο κοινό που είναι ένα από τα βασικά ολοκληρώματα που πρέπει κάποιος να απομνημονεύσει.  Το ίδιο ισχύει και για το παρακάτω ολοκλήρωμα.

Παράδειγμα 2: Υπολογίστε το αόριστο ολοκλήρωμα 
[image: image242.wmf]2
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Λύση:  Εδώ θέτουμε 
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.   Αντικαθιστώντας στο ολοκλήρωμα παίρνουμε ότι 
[image: image244.wmf]22

22

11

secsecarctan.

1tansec

IuduududuuCxC

uu

====+=+

+

òòò

  

(
Ένα λίγο πιο περίπλοκο παράδειγμα είναι το παρακάτω:

*Παράδειγμα 3: Υπολογίστε το αόριστο ολοκλήρωμα 
[image: image245.wmf]2

1

1

Idx

x

=

-

ò

.

Λύση:  Εδώ θέτουμε 
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.   Αντικαθιστώντας στο ολοκλήρωμα παίρνουμε ότι 
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Συνεπώς το πρόβλημα ανάγεται στον υπολογισμό του ολοκληρώματος 
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 Αυτό είναι ένα ολοκλήρωμα που έχει μία περιττή δύναμη του 
[image: image249.wmf]cos
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.  Συνεπώς για να το υπολογίσουμε θέτουμε 
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.  Αυτό όμως το ολοκλήρωμα έχει υπολογιστεί νωρίτερα στο λήμμα και το αποτέλεσμα είναι ότι 
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Σετ προβλημάτων 1

Προβλεπόμενος χρόνος 1 ώρα.

Υπολογίστε τα ολοκληρώματα:

1. 
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Λύσεις στο σετ προβλημάτων 1

Λύση στο 1:  Το ολοκλήρωμα αυτό λύνεται με αντικατάσταση, αν θέσουμε 
[image: image262.wmf]2
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.  Σε αυτή την περίπτωση έχουμε ότι 
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Λύση στο 2:  Το ολοκλήρωμα αυτό λύνεται με ολοκλήρωση κατά παράγοντες. Συνεπώς 
[image: image265.wmf]'
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Λύση στο 3:  Θέτουμε 
[image: image266.wmf]xx
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.  Αντικαθιστώντας παίρνουμε ότι 
[image: image267.wmf]2
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.  Συνεπώς το ολοκλήρωμα μας ανάγεται στο ολοκλήρωμα ενός κλάσματος.  Αυτό το κλάσμα δεν είναι τύπου υπολοίπου μια και η δύναμη του αριθμητή είναι ίση με την δύναμη του παρονομαστή.  Συνεπώς πρέπει να εκτελέσουμε την διαίρεση πολυωνύμων.  Πράγματι, 
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.   Συνεπώς 
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.  Για να υπολογίσουμε εδώ το ολοκλήρωμα πρέπει να σπάσουμε το κλάσμα σε μερικά κλάσματα.  Πράγματι έχουμε ότι 
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  Αυτό σημαίνει ότι 
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 Συνεπώς το ολοκλήρωμα γίνεται 
[image: image272.wmf]3
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 Αντικαθιστώντας πίσω το 
[image: image273.wmf]u

 παίρνουμε 
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Λύση στο 4:  Επειδή εδώ η δύναμη του ημίτονου είναι περιττή, το ολοκλήρωμα λύνεται αν θέσουμε 
[image: image275.wmf]cos22sin2
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.  Αντικαθιστώντας παίρνουμε ότι  
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  Το τελευταίο ολοκλήρωμα μπορεί εύκολα να υπολογιστεί αν αναπτύξουμε την ολοκληρωτέα ποσότητα. Πράγματι, 
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Λύση στο 5:  Το ολοκλήρωμα αυτό λύνεται μετατρέποντας το γινόμενο σε άθροισμα.  
[image: image278.wmf]5

111

sin11cos4(sin15sin7)cos15cos7.

23014

IxxdxxxdxxxC

==+=--+

òò

  

(
Λύση στο 6:  Εδώ  ο παρονομαστής δεν παραγοντοποιείται άρα είναι άθροισμα τετραγώνων.  Πράγματι, 
[image: image279.wmf]22
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Η παράγωγος του παρονομαστή είναι 
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.  Συνεπώς γράφουμε το ολοκλήρωμα 
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Για να κάνουμε το εναπομένων ολοκλήρωμα πρέπει να θέσουμε 
[image: image282.wmf]222
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.  Με αυτή την αντικατάσταση το ολοκλήρωμα γίνεται 
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Λύση στο 7:  Εδώ χρειάζεται να παρατηρήσουμε ότι η παράγωγος του 
[image: image284.wmf]ln
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 είναι το 
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.  Συνεπώς   
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Λύση στο 8:  Το κλειδί σε αυτό το ολοκλήρωμα είναι να μην μπερδευτεί κανείς από τις παραμέτρους καθώς και από την μετατροπή της μεταβλητής ολοκλήρωσης από 
[image: image287.wmf]x

 σε 
[image: image288.wmf]t

.  Το ολοκλήρωμα λύνεται με διπλή ολοκλήρωση κατά παράγοντες η οποία οδηγεί στο ίδιο ολοκλήρωμα.  
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Το επόμενο στάδιο είναι να εφαρμόσουμε για δεύτερη φορά την ολοκλήρωση κατά παράγοντες.  Σε αυτό το στάδιο πρέπει να προσέξουμε πάλι να μεταφέρουμε παράγωγο από το εκθετικό στο ημίτονο, και όχι το αντίθετο, διαφορετικά θα πάρουμε ταυτότητα.  Πράγματι, 
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 Συνεπώς το ολοκλήρωμα μας ικανοποιεί την εξίσωση 
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Αυτό είναι ένα αόριστο ολοκλήρωμα.  Φυσικά το γενικό αόριστο ολοκλήρωμα περιέχει και μία αυθαίρετη σταθερά.  Συνεπώς 
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Σετ προβλημάτων 2
Προβλεπόμενος χρόνος 1 ώρα.

Υπολογίστε τα ολοκληρώματα:

1. 
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Λύσεις στο σετ προβλημάτων 2

Λύση στο 1:  Το ολοκλήρωμα αυτό λύνεται με αντικατάσταση, αν θέσουμε 
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.  Σε αυτή την περίπτωση έχουμε ότι 
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Λύση στο 2:  Το ολοκλήρωμα αυτό λύνεται με ολοκλήρωση κατά παράγοντες. Συνεπώς
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Λύση στο 3:  Το ολοκλήρωμα αυτό λύνεται με αντικατάσταση.  Επειδή υπάρχουν πολλές ρίζες δεν είναι σαφές ποια αντικατάσταση να κάνουμε.  Το σωστό όμως είναι να μαζέψουμε όλες τις ρίζες σε μία όταν αυτό γίνεται και να θέσουμε την υπόριζη ποσότητα με 
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.  Συνεπώς θέτουμε 
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  Αλλά 
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Συνεπώς
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  Αυτό είναι ένα ολοκλήρωμα με βαθμό αριθμητή μικρότερο από βαθμό παρονομαστή και παρονομαστή που παραγοντοποιείται πλήρως.  Συνεπώς λύνεται κάνοντας μερικά κλάσματα.  Πράγματι, αν 
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  Αυτό για να ισχύει για όλα τα 
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 πρέπει να έχουμε ότι 
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Συνεπώς 
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Λύση στο 4:  Εδώ έχουμε γινόμενο δυνάμεων ημίτονων και συνημίτονων.  Επειδή και οι δύο δυνάμεις είναι περιττές μπορούμε να θέσουμε όποια από τις δύο τριγωνομετρικές συναρτήσεις θέλουμε ίση με 
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.   Ας θέσουμε 
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.  Συνεπώς
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Λύση στο 5:  Εδώ έχουμε γινόμενο ημίτονων και συνημίτονων πολλαπλασίων γωνιών.  Άρα πρέπει να μετατρέψουμε το γινόμενο σε άθροισμα.  Συνεπώς
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Λύση στο 6:  Εδώ η δύναμη του αριθμητή είναι ίση με την δύναμη του παρονομαστή κατά συνέπεια χρειάζεται να εκτελέσουμε την διαίρεση.  
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Στο ολοκλήρωμα του κλάσματος ο παρονομαστής παραγοντοποιείται συνεπώς πρέπει να σπάσουμε το κλάσμα σε μερικά κλάσματα.  
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Για να ισχύει αυτό για όλα τα 
[image: image321.wmf]x

 πρέπει να έχουμε ότι 
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Λύση στο 7:  Εδώ βλέπουμε ότι εμφανίζεται η 
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 και ότι το να θέσουμε το υπόριζο ίσο με 
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 δεν οδηγεί πουθενά.  Συνεπώς κάνουμε τριγωνομετρική αντικατάσταση θέτοντας 
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Το τελευταίο ολοκλήρωμα είναι ολοκλήρωμα άρτιας δύναμης του ημίτονου συνεπώς χρησιμοποιούμε τους τύπους αποτετραγωνισμού.  Πράγματι, 
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Λύση στο 8:  Εδώ πρέπει να θέσουμε 
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  Αυτό το ολοκλήρωμα υπολογίζεται με ολοκλήρωση κατά παράγοντες.  Πράγματι, 
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