
Μετασχηματισμός Laplace 

Παράδειγμα: Βρείτε τη λύση του ακόλουθου συστήματος των διαφορικών εξισώσεων 2ας τάξης: 

൜ 
𝑦ᇱᇱሺ𝑡ሻ െ 4𝑦ሺ𝑡ሻ ൅ 𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑒ି௧

𝑥ᇱᇱሺ𝑡ሻ െ 𝑥ሺ𝑡ሻ ൅ 𝑦ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑒ଶ௧  ൠ ሺ𝛴ሻ 

οι οποίες ικανοποιούν τις αρχικές συνθήκες:  

൜
𝑥ሺ0ሻ ൌ 1, 𝑦ሺ0ሻ ൌ 1

𝑥ᇱሺ0ሻ ൌ  െ1, 𝑦ᇱሺ0ሻ ൌ 2
ൠ (ΑΣ). 

Λύση: Εφαρμόζουμε το μετασχηματισμό Laplace στις εξισώσεις του συστήματος (Σ) για να πάρουμε: 

൜ 
ℒሼ𝑦ᇱᇱሺ𝑡ሻ െ 4𝑦ሺ𝑡ሻ ൅ 𝑥ሺ𝑡ሻሽ ൌ ℒሼ𝑒ି௧ሽ
ℒሼ𝑥ᇱᇱሺ𝑡ሻ െ 𝑥ሺ𝑡ሻ ൅ 𝑦ሺ𝑡ሻሽ ൌ ℒሼ𝑒ଶ௧ሽ

 ൠ ⟺ ൞ 
ℒሼ𝑦ᇱᇱሺ𝑡ሻሽ െ 4ℒሼ𝑦ሺ𝑡ሻሽ ൅ ℒሼ𝑥ሺ𝑡ሻሽ ൌ

1
𝑠 ൅ 1

ℒሼ𝑥ᇱᇱሺ𝑡ሻሽ െ ℒሼ𝑥ሺ𝑡ሻሽ ൅ ℒሼ𝑦ሺ𝑡ሻሽ ൌ
1

𝑠 െ 2

 ൢ ⟺ 

൞ 
𝑠ଶ𝑌ሺ𝑠ሻ െ 𝑠𝑦ሺ0ሻ െ 𝑦ᇱሺ0ሻ െ 4𝑌ሺ𝑠ሻ ൅ 𝑋ሺ𝑠ሻ ൌ

1
𝑠 ൅ 1

𝑠ଶ𝑋ሺ𝑠ሻ െ 𝑠𝑥ሺ0ሻ െ 𝑥ᇱሺ0ሻ െ 𝑋ሺ𝑠ሻ ൅ 𝑌ሺ𝑠ሻ ൌ
1

𝑠 െ 2

 ൢ
ሺ௮ఀሻ
ሯልሰ ൞ 

𝑠ଶ𝑌ሺ𝑠ሻ െ 𝑠 െ 2 െ 4𝑌ሺ𝑠ሻ ൅ 𝑋ሺ𝑠ሻ ൌ
1

𝑠 ൅ 1

𝑠ଶ𝑋ሺ𝑠ሻ െ 𝑠 ൅ 1 െ 𝑋ሺ𝑠ሻ ൅ 𝑌ሺ𝑠ሻ ൌ
1

𝑠 െ 2

 ൢ ⟺ 

൞ 
ሺ𝑠ଶ െ 4ሻ𝑌ሺ𝑠ሻ ൅ 𝑋ሺ𝑠ሻ ൌ ሺ𝑠 ൅ 2ሻ ൅

1
𝑠 ൅ 1

ሺ𝑠ଶ െ 1ሻ𝑋ሺ𝑠ሻ ൅ 𝑌ሺ𝑠ሻ ൌ ሺ𝑠 െ 1ሻ ൅
1

𝑠 െ 2

 ൢ ⟺ ൞ 
ሺ𝑠ଶ െ 4ሻ𝑌ሺ𝑠ሻ ൅ 𝑋ሺ𝑠ሻ ൌ

ሺ𝑠 ൅ 2ሻሺ𝑠 ൅ 1ሻ ൅ 1
𝑠 ൅ 1

𝑌ሺ𝑠ሻ ൅ ሺ𝑠ଶ െ 1ሻ𝑋ሺ𝑠ሻ ൌ
ሺ𝑠 െ 1ሻሺ𝑠 െ 2ሻ ൅ 1

𝑠 െ 2

 ൢ ⟺ 

⟺ ൞ 
ሺ𝑠ଶ െ 4ሻሺ𝑠ଶ െ 1ሻ𝑌ሺ𝑠ሻ ൅ ሺ𝑠ଶ െ 1ሻ𝑋ሺ𝑠ሻ ൌ ሺ𝑠ଶ െ 1ሻ

ሺ𝑠 ൅ 2ሻሺ𝑠 ൅ 1ሻ ൅ 1
𝑠 ൅ 1

𝑌ሺ𝑠ሻ ൅ ሺ𝑠ଶ െ 1ሻ𝑋ሺ𝑠ሻ ൌ
ሺ𝑠 െ 1ሻሺ𝑠 െ 2ሻ ൅ 1

𝑠 െ 2

 ൢ

⟺ ቐ 
ሺ𝑠ଶ െ 4ሻሺ𝑠ଶ െ 1ሻ𝑌ሺ𝑠ሻ ൅ ሺ𝑠ଶ െ 1ሻ𝑋ሺ𝑠ሻ ൌ ሺ𝑠 െ 1ሻሾሺ𝑠 ൅ 2ሻሺ𝑠 ൅ 1ሻ ൅ 1ሿ

𝑌ሺ𝑠ሻ ൅ ሺ𝑠ଶ െ 1ሻ𝑋ሺ𝑠ሻ ൌ
ሺ𝑠 െ 1ሻሺ𝑠 െ 2ሻ ൅ 1

𝑠 െ 2

 ቑ 

Αφαιρώντας τη δεύτερη εξίσωση από την πρώτη παίρνουμε ισοδύναμα: 

൞ 
ሾሺ𝑠ଶ െ 4ሻሺ𝑠ଶ െ 1ሻ െ 1ሿ𝑌ሺ𝑠ሻ ൌ ሺ𝑠 െ 1ሻሾሺ𝑠 ൅ 2ሻሺ𝑠 ൅ 1ሻ ൅ 1ሿ െ

ሺ𝑠 െ 1ሻሺ𝑠 െ 2ሻ ൅ 1
𝑠 െ 2

𝑌ሺ𝑠ሻ ൅ ሺ𝑠ଶ െ 1ሻ𝑋ሺ𝑠ሻ ൌ
ሺ𝑠 െ 1ሻሺ𝑠 െ 2ሻ ൅ 1

𝑠 െ 2

 ൢ ⟺ 

൞ 
ሾሺ𝑠ଶ െ 4ሻሺ𝑠ଶ െ 1ሻ െ 1ሿ𝑌ሺ𝑠ሻ ൌ

ሺ𝑠 െ 1ሻሺ𝑠 െ 2ሻሾሺ𝑠 ൅ 2ሻሺ𝑠 ൅ 1ሻ ൅ 1ሿ െ ሺ𝑠 െ 1ሻሺ𝑠 െ 2ሻ െ 1
𝑠 െ 2

𝑌ሺ𝑠ሻ ൅ ሺ𝑠ଶ െ 1ሻ𝑋ሺ𝑠ሻ ൌ
ሺ𝑠 െ 1ሻሺ𝑠 െ 2ሻ ൅ 1

𝑠 െ 2

 ൢ ⟺ 

൞ 
ሾሺ𝑠ଶ െ 4ሻሺ𝑠ଶ െ 1ሻ െ 1ሿ𝑌ሺ𝑠ሻ ൌ

ሺ𝑠 െ 1ሻሺ𝑠 െ 2ሻሺ𝑠 ൅ 2ሻሺ𝑠 ൅ 1ሻ ൅ ሺ𝑠 െ 1ሻሺ𝑠 െ 2ሻ െ ሺ𝑠 െ 1ሻሺ𝑠 െ 2ሻ െ 1
𝑠 െ 2

𝑌ሺ𝑠ሻ ൅ ሺ𝑠ଶ െ 1ሻ𝑋ሺ𝑠ሻ ൌ
ሺ𝑠 െ 1ሻሺ𝑠 െ 2ሻ ൅ 1

𝑠 െ 2

 ൢ ⟺ 

⎩
⎨

⎧
 
ሾሺ𝑠ଶ െ 4ሻሺ𝑠ଶ െ 1ሻ െ 1ሿ𝑌ሺ𝑠ሻ ൌ

ሺ𝑠ଶ െ 1ሻሺ𝑠ଶ െ 4ሻ െ 1
𝑠 െ 2

𝑌ሺ𝑠ሻ ൅ ሺ𝑠ଶ െ 1ሻ𝑋ሺ𝑠ሻ ൌ
ሺ𝑠 െ 1ሻሺ𝑠 െ 2ሻ ൅ 1

𝑠 െ 2

 

⎭
⎬

⎫
⟺ ൞ 

𝑌ሺ𝑠ሻ ൌ
1

𝑠 െ 2

𝑌ሺ𝑠ሻ ൅ ሺ𝑠ଶ െ 1ሻ𝑋ሺ𝑠ሻ ൌ ሺ𝑠 െ 1ሻ ൅
1

𝑠 െ 2

 ൢ ⟺ 



⟺ ൞ 
𝑌ሺ𝑠ሻ ൌ

1
𝑠 െ 2

1
𝑠 െ 2

൅ ሺ𝑠ଶ െ 1ሻ𝑋ሺ𝑠ሻ ൌ ሺ𝑠 െ 1ሻ ൅
1

𝑠 െ 2

 ൢ ⟺ ቐ 
𝑌ሺ𝑠ሻ ൌ

1
𝑠 െ 2

ሺ𝑠ଶ െ 1ሻ𝑋ሺ𝑠ሻ ൌ ሺ𝑠 െ 1ሻ
 ቑ ⟺

⎩
⎨

⎧
 

𝑌ሺ𝑠ሻ ൌ
1

𝑠 െ 2

𝑋ሺ𝑠ሻ ൌ
ሺ𝑠 െ 1ሻ

ሺ𝑠ଶ െ 1ሻ

 

⎭
⎬

⎫
⟺ 

⟺ ൞ 
𝑌ሺ𝑠ሻ ൌ

1
𝑠 െ 2

𝑋ሺ𝑠ሻ ൌ
1

𝑠 ൅ 1

 ൢ. 

Εφαρμόζοντας τώρα τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace στις παραπάνω εξισώσεις παίρνουμε τη ζητούμενη 

λύση του συστήματος (Σ): 

൞ 
ℒିଵሼ𝑌ሺ𝑠ሻሽ ൌ ℒିଵ ൜

1
𝑠 െ 2

ൠ

ℒିଵሼ𝑋ሺ𝑠ሻሽ ൌ ℒିଵ ൜
1

𝑠 ൅ 1
ൠ
 ൢ ⟺ ൜ 

𝑦ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑒ଶ௧

𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑒ି௧ ൠ. 

Παρατήρηση: Όπως ίσως προσέξατε, το πρόβλημα με το παράδειγμα που επιχειρήσαμε να λύσουμε στην τάξη 

την Παρασκευή 13.11 ήταν η αρχική συνθήκη της 𝑥ᇱሺ0ሻ. Το αντίθετο πρόσημο κάνει όλη τη διαφορά και καθιστά 
το πρόβλημα άλυτο στην περίπτωση που 𝑥ᇱሺ0ሻ ൌ 1. 


