Σύγκλιση σειρών
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Για την σύγκλιση σειρών υπάρχουν ορισμένα κριτήρια. 
Κριτήριο 1: Έστω 
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Παράδειγμα: 
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 που αποκλίνει.  Άρα και η σειρά 
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Κριτήριο 2:  Έστω 
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Απόδειξη:  Σύγκριση ακολουθίας με αθροίσματα Riemann του ολοκληρώματος.  

Παράδειγμα:  
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 συγκλίνει.  Προσέξτε ότι αν α(1 τότε το αποτέλεσμα του ολοκληρώματος στο άπειρο αποκλίνει.  

Κριτήριο 3:  Έστω 
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 μια σειρά θετικών όρων, και έστω 
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.  Τότε η σειρά συγκλίνει αν ρ<1 και αποκλίνει αν ρ>1.  Αν ρ=1 τότε το κριτήριο δεν λέει τίποτε για την σύγκλιση της σειράς.  

Απόδειξη:  Σύγκριση με γεωμετρική σειρά.  

Παράδειγμα 1:  
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.  Κατά συνέπεια, η σειρά συγκλίνει.  

Παράδειγμα 2:  Για ποια x η σειρά 
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Αν η σειρά συγκλίνει για x=a τότε συγκλίνει και για x=-a και όμοια αν η σειρά αποκλίνει για x=a τότε αποκλίνει και για x=-a, κατά συνέπεια αρκεί να μελετήσουμε την σειρά για x(0. Από το κριτήριο 3 έχουμε: 


[image: image23.wmf]2

2

1

2

1

2

1

)

1

2

(

)

1

2

(

lim

1

2

1

2

lim

lim

x

n

n

x

n

x

n

x

a

a

n

n

n

n

n

n

n

=

+

-

=

-

+

=

¥

®

-

+

¥

®

+

¥

®

.  Αυτό σημαίνει ότι για 0(x<1, και κατά συνέπεια και για –1<x(0, η σειρά συγκλίνει, ενώ για x>1, και κατά συνέπεια και για x<-1, η σειρά αποκλίνει.  Για x=1 έχουμε τώρα την σειρά 
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 και η σειρά μέσα στην παρένθεση ξέρουμε ότι αποκλίνει.  Κατά συνέπεια η αρχική σειρά μας αποκλίνει για x=1 και κατά συνέπεια και για x=-1.  Άρα η αρχική σειρά μας συγκλίνει στο (-1,1) και αποκλίνει έξω από αυτό.  

Κριτήριο 4:  Έστω 
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Απόδειξη:  Σύγκριση με γεωμετρική σειρά.  

Παράδειγμα:  
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.  Κατά συνέπεια η σειρά συγκλίνει.  

Παρατήρηση:  Για να συγκλίνει η σειρά 
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Κριτήριο 5:  Έστω η σειρά 
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Απόδειξη:  Έστω 
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Παράδειγμα:  
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Απόλυτη σύγκλιση:  Η σειρά 
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Θεώρημα 1:  Αν η σειρά 
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Θεώρημα 2:  Αν η 
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Παράδειγμα:  Η σειρά  
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 για τους αρνητικούς όρους.  Θα δείξουμε ότι η αναδιάταξη των όρων της σειράς δεν είναι μια επιτρεπτή διαδικασία.  Θεωρήστε τις παρακάτω αναδιατάξεις:  
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.  Εδώ οι παρενθέσεις είναι όλες αρνητικές, μια και είναι πάντα δυνατό να βρούμε αρκετούς αρνητικούς όρους ώστε να γίνουν αρνητικές (η σειρά των αρνητικών όρων τείνει στο άπειρο).  Κατά συνέπεια το όριο, εάν υπάρχει είναι αρνητικό.  

Αυτό σημαίνει ότι η αναδιάταξη των όρων στην αρχική σειρά δεν είναι επιτρεπτή.  

Δυναμοσειρές:  Είναι σειρές της μορφής 
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Θεώρημα:  Αν η δυναμοσειρά 
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Γενικές συναρτησιακές σειρές:  Είναι σειρές της μορφής 
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Για να μελετήσουμε την σύγκλιση συναρτησιακών σειρών πρέπει να μελετήσουμε την σύγκλιση της συναρτησιακής ακολουθίας 
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Πρόβλημα:  Η συνάρτηση f(x) δεν είναι απαραίτητα συνεχής, όταν  οι 
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Εδώ οι καμπύλες είναι οι συναρτήσεις 
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Weierstrass M test για ομοιόμορφη σύγκλιση σειρών:  Έστω ακολουθία 
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Ιδιότητες ομοιόμορφης σύγκλισης:  

1. Το ομοιόμορφο όριο σειράς συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση.  
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Σειρές Fourier
Περιοδική συνάρτηση:  Αν υπάρχει 
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 για κάθε x στο πεδίο ορισμού της f τότε η συνάρτηση f  λέγεται περιοδική με περίοδο Τ.  

Συνεχής κατά κομμάτια συνάρτηση:  Η συνάρτηση f(x) λέγεται συνεχής κατά κομμάτια στο 
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 υπάρχουν και είναι πεπερασμένα.  

Ομαλή κατά κομμάτια συνάρτηση:  Η συνάρτηση f(x) λέγεται ομαλή κατά κομμάτια στο 
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 στα οποία η f είναι παραγωγίσιμη.  

Σειρές Fourier περιοδικών συναρτήσεων από το [-π,π]:  Έστω μία συνάρτηση που επεκτείνεται περιοδικά από το (-π,π].  Μια και η συνάρτηση μας έχει περίοδο 2π, για να την αναπτύξουμε σε σειρά θα σκεφτούμε ποιες συναρτήσεις έχουν περίοδο 2π.  Μια προφανής συλλογή είναι οι συναρτήσεις {1/2,συνx,ημx,συν2x,ημ2x,(,συνnx,ημnx,(}.  Έστω τώρα ότι υπάρχει μία ανάπτυξη της f(x) με βάση αυτές τις συναρτήσεις, δηλαδή έστω ότι 
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.  Ποιες είναι οι σταθερές 
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;  Για να βρούμε αυτές τις σταθερές συναρτήσει της f(x) χρειαζόμαστε το παρακάτω λήμμα:

Λήμμα:  Ισχύει ότι:
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Απόδειξη:  Θα αποδείξουμε το πρώτο από αυτά τα ολοκληρώματα μια και τα υπόλοιπα αποδεικνύονται όμοια.  Όταν 
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Όταν n=m τότε έχουμε:
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Ας επιστρέψουμε τώρα στο αρχικό ανάπτυγμα της περιοδικής συνάρτησης μας, 
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, και ας υποθέσουμε περαιτέρω ότι η σειρά συγκλίνει ομοιόμορφα.  Από το Weierstrass M-test αυτό ισχύει σίγουρα όταν 
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 συγκλίνει.  Ο λόγος που χρειαζόμαστε ομοιόμορφη σύγκλιση είναι ότι θέλουμε να ολοκληρώσουμε όρο προς όρο τα αναπτύγματα των f(x)συνnx, f(x)ημnx, και μπορούμε να δούμε ότι αν το ανάπτυγμα της f(x) συγκλίνει ομοιόμορφα λόγω Weierstrass, τότε και τα αναπτύγματα των f(x)συνnx, f(x)ημnx συγκλίνουν ομοιόμορφα, αφού πάλι ισχύει το Weierstrass M-test.  Το ανάπτυγμα, τώρα, του f(x)συνnx είναι 
[image: image130.wmf]å

¥

=

+

+

=

1

0

)

(

2

)

(

m

n

n

nx

mx

b

nx

mx

a

nx

a

nx

x

f

sun

hm

sun

sun

sun

sun

.  

Ολοκληρώνοντας όρο προς όρο παίρνουμε:
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Στο δεξιό μέλος της εξίσωσης το μόνο ολοκλήρωμα που δεν είναι 0 είναι το 
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 για n=m, το οποίο είναι π.  Κατά συνέπεια έχουμε ότι 
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Όμοια, το ανάπτυγμα του f(x)ημnx είναι 
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Ολοκληρώνοντας όρο προς όρο παίρνουμε:
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Στο δεξιό μέρος της εξίσωσης το μόνο ολοκλήρωμα που δεν είναι 0 είναι το 
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 για n=m, το οποίο είναι π.  Κατά συνέπεια έχουμε ότι 
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Το ανάπτυγμα της f(x), 
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, ονομάζεται σειρά Fourier της f. 

Παρατήρηση 1:  Το μόνο που έχουμε αποδείξει μέχρι στιγμής είναι ότι εάν υπάρχει τριγωνομετρική σειρά της μορφής  
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, η οποία συγκλίνει ομοιόμορφα στην συνάρτηση f(x), τότε η σειρά αυτή είναι η σειρά Fourier της f.  Αλλά, το ομοιόμορφο όριο συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση,  κατά συνέπεια μπορούμε να ελπίζουμε σε ομοιόμορφα συγκλίνουσα σειρά Fourier μόνο εάν η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής.  Αποδεικνύεται ότι εάν η συνάρτηση μας είναι συνεχής και ομαλή κατά κομμάτια, τότε η σειρά Fourier της συγκλίνει ομοιόμορφα στην συνάρτηση.  Θα δούμε όμως ότι έχει νόημα να μιλήσουμε για σειρές Fourier και ορισμένων συναρτήσεων που είναι απλά συνεχείς κατά κομμάτια, και πολύ συχνά είναι αυτές οι συναρτήσεις που μας ενδιαφέρουν σε προβλήματα φυσικής.  Σε αυτές τις συναρτήσεις η καλύτερη σύγκλιση που μπορούμε να περιμένουμε είναι σύγκλιση στην συνάρτηση f(x) μακριά από τις ασυνέχειες.  Στις ασυνέχειες το όριο της σειράς καταλήγει να είναι ο μέσος όρος του ορίου της συνάρτησης από τα δεξιά και του ορίου της συνάρτησης από τα αριστερά.  Για αυτό τον λόγο δεν θα χρησιμοποιήσουμε το σύμβολο = για να εξισώσουμε την συνάρτηση f(x) με την σειρά Fourier της, σε αυτήν την περίπτωση.  Οι ακριβείς συνθήκες κάτω από τις οποίες μπορούμε να αναπτύξουμε μία συνεχή κατά κομμάτια συνάρτηση σε σειρά Fourier δίνονται από το θεώρημα Fourier:  

Θεώρημα Fourier:  Έστω η συνάρτηση f(x) στο (-π,π], με σταθερές Fourier 
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1. Το ολοκλήρωμα 
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2. Είναι συνεχής κατά κομμάτια,

3. Έχει πεπερασμένα δεξιά και αριστερά όρια των παραγώγων σε κάθε ασυνέχεια, 

4. Συνεχίζεται περιοδικά στο υπόλοιπο R. 

Τότε η σειρά Fourier της f(x) συγκλίνει στην f(x) μακριά από τις ασυνέχειες, και συγκλίνει στο 
[image: image144.wmf])]
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 στις ασυνέχειες x0.  

Παρατήρηση 2:  Ο συμβολισμός που θα ακολουθηθεί σε αυτή την περίπτωση είναι 
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 για να υποδηλώσει την απώλεια ισότητας στην περίπτωση που έχουμε ασυνέχειες.   

Παρατήρηση 3:  Αν η συνάρτηση f(x) είναι άρτια τότε όλα τα  bn είναι 0, και αν είναι περιττή όλα τα αn είναι 0.  Αυτό ισχύει γιατί και στις δύο περιπτώσεις οι σταθερές δίνονται από ολοκληρώματα περιττών συναρτήσεων από το –π στο π.  

Παρατήρηση 4:  Ο σταθερός όρος α0/2 είναι ο μέσος όρος της συνάρτησης f(x).  

Παράδειγμα 1:  f(x)=x2 στο (-π,π].  Εδώ έχουμε:
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 αφού η συνάρτηση είναι άρτια.  Για n(0 έχουμε τώρα: 
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n

n

n

n

n

n

n

n

)

1

(

4

0

4

2

)

(

(

2

2

2

3

2

-

=

-

=

-

-

-

+

p

sun

p

p

p

hm

p

p

psun

p

psun

p

.  Για το α0 έχουμε:
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Κατά συνέπεια η σειρά Fourier της f(x) είναι:
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.  Εδώ, η συνάρτηση f(x) ήταν συνεχής και ομαλή κατά κομμάτια, και κατά συνέπεια η σειρά Fourier της συγκλίνει ομοιόμορφα στην f(x).  Για αυτό χρησιμοποιήσαμε το σύμβολο =.  

Για να βρούμε ένα παράδειγμα σειράς Fourier που δεν συγκλίνει ομοιόμορφα αρκεί να ξεκινήσουμε με μια συνάρτηση που να έχει ασυνέχειες.  Πάρτε το παρακάτω παράδειγμα:

Παράδειγμα 2:  Έστω η συνάρτηση f(x)=x στο (-π,π], που επεκτείνεται περιοδικά.  Για αυτή την συνάρτηση έχουμε:
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 αφού η συνάρτηση είναι περιττή. 
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2

)

1

(

2

)

1

(

2

1

2

1

+

-

=

-

-

=

-

+

-

n

n

n

n

nx

n

n

n

p

p

hm

p

p

psun

p

.  

Άρα η σειρά Fourier της f(x) είναι 
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.  Αυτή η σειρά συγκλίνει στην f(x) παντού, εκτός από τα σημεία (2κ+1)π που έχουμε ασυνέχειες και η σειρά είναι ο μέσος όρος των τιμών της ασυνέχειας, δηλαδή 0.  Πραγματικά, αφού η σειρά έχει μόνο ημίτονα πολλαπλασίων του x, όλοι οι όροι της είναι 0 στα σημεία (2κ+1)π.  

Οι σειρές Fourier σαν διανύσματα:  Τον χώρο των συναρτήσεων που ικανοποιούν το θεώρημα Fourier μπορούμε να τον δούμε σαν ένα απειροδιάστατο διανυσματικό χώρο με βάση 
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.  Οι συντεταγμένες μίας συνάρτησης (διανύσματος) σε αυτή την βάση είναι οι άπειρες σταθερές  
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.  Περαιτέρω, τα ολοκληρώματα των γινομένων τριγωνομετρικών συναρτήσεων πολλαπλασίων του x που έχουμε υπολογίσει μπορούν να μεταφραστούν σαν τις σχέσεις που μας κάνουν την παραπάνω βάση ορθογώνια:

Ορθογώνια συστήματα συναρτήσεων:  Ένα σύστημα συναρτήσεων {sn(x)} σε ένα διάστημα 
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,

[

b

a

 λέγεται ορθογώνιο, αν 
[image: image159.wmf]0

)

(

)

(

=

ò

b

a

m

n

dx

x

s

x

s
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 στο [-π,π] είναι ένα ορθογώνιο σύστημα συναρτήσεων.  

Εδώ φυσικά το συνηθισμένο εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων έχει αντικατασταθεί με το ολοκλήρωμα του γινομένου των συναρτήσεων δια π.  Με αυτό το εσωτερικό γινόμενο, το «μήκος» ενός διανύσματός είναι η ρίζα του εσωτερικού του γινομένου με τον εαυτό του.  Το «μήκος» των διανυσμάτων βάσης είναι ένα, όπως μπορούμε εύκολα να δούμε χρησιμοποιώντας τα μη μηδενικά ολοκληρώματα των γινομένων που έχουμε υπολογίσει.  Τώρα μπορούμε να ρωτήσουμε ποιο είναι το «μήκος» ενός τυχαίου διανύσματός. Το μήκος αυτό θα το συμβολίζουμε ||f(x)||.  Εδώ 
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Σχέση Parseval:  Για τις συναρτήσεις που ικανοποιούν τις συνθήκες του θεωρήματος Fourier, ισχύει ότι 
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Απόδειξη:  Έστω 
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Εδώ, μπορεί να αποδειχτεί ότι για συναρτήσεις που ικανοποιούν τις συνθήκες του θεωρήματος Fourier ισχύει 
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Από την (1) τώρα έχουμε τώρα ότι 
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Παρατήρηση:  Έστω ένα σύνολο συναρτήσεων στο [a,b], το τετράγωνο των οποίων είναι ολοκληρώσιμο, και μία βάση συναρτήσεων  στο σύνολο, 
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 που είναι απαραίτητη για να έχουμε ένα πλήρες σύστημα, συχνά η ταυτότητα του Parseval λέγεται συνθήκη πληρότητας.  

Ανάπτυγμα Fourier περιοδικής συνάρτησης στο (-L,L]:  Έστω f(x) μια τετραγωνικά ολοκληρώσιμη στο (-L,L] συνεχής κατά κομμάτια συνάρτηση με φραγμένες δεξιές και αριστερές παραγώγους στις ασυνέχειες.  Τότε υπάρχει ανάπτυγμα Fourier της συνάρτησης f(x) και είναι 
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Αυτό ισχύει γιατί η 
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Μιγαδική μορφή σειράς Fourier:  

Για περιοδική συνάρτηση στο (-π,π] είχαμε 
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Αντικαθιστώντας στους παραπάνω τύπους από τους τύπους Fourier για τα 
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Κατά συνέπεια έχουμε το παρακάτω μιγαδικό ανάπτυγμα της f(x):  
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Σχέση Parseval για μιγαδική σειρά Fourier:  

Η σχέση Parseval ήταν ότι 
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Παρατήρηση 1:  Αν η συνάρτηση f(x) είναι μιγαδική, τότε η σχέση Parseval παίρνει την μορφή 
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Παρατήρηση 2:  Αν η συνάρτηση f(x) είχε επεκταθεί περιοδικά από το 
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