
 
 
 
 

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ 

ΛΥΣΕΙΣ ΤΕΛΙΚΗΣ ΕΞΕΤΑΣΗΣ Β’ ΠΕΡΙΟΔΟΥ 

ΘΕΜΑ 1ο: Στην πρώτη γραμμή προσθέτουμε την δεύτερη, τρίτη και τέταρτη γραμμή, ήτοι: 

ተ

𝑥 𝑥 െ2 1
𝑥 െ2 1 𝑥

െ2 1 𝑥 𝑥
1 𝑥 𝑥 െ2

ተ ൌ ተ

2𝑥 െ 1 2𝑥 െ 1 2𝑥 െ 1 2𝑥 െ 1
𝑥 െ2 1 𝑥

െ2 1 𝑥 𝑥
1 𝑥 𝑥 െ2

ተ ൌ ሺ2𝑥 െ 1ሻ ተ

1 1 1 1
𝑥 െ2 1 𝑥

െ2 1 𝑥 𝑥
1 𝑥 𝑥 െ2

ተ ൌ 

Στο επόμενο βήμα από την δεύτερη, τρίτη και τέταρτη στήλη αφαιρούμε την πρώτη, άρα: 

ሺ2𝑥 െ 1ሻ ተ

1 1 1 1
𝑥 െ2 1 𝑥

െ2 1 𝑥 𝑥
1 𝑥 𝑥 െ2

ተ ൌ ሺ2𝑥 െ 1ሻ ተ

1 0 0 0
𝑥 െ2 െ 𝑥 1 െ 𝑥 0

െ2 3 𝑥  2 𝑥  2
1 𝑥 െ 1 𝑥 െ 1 െ3

ተ ൌ ሺ2𝑥 െ 1ሻ อ
െ2 െ 𝑥 1 െ 𝑥 0

3 𝑥  2 𝑥  2
𝑥 െ 1 𝑥 െ 1 െ3

อ ൌ 

Στο επόμενο βήμα στην τρίτη γραμμή προσθέτουμε την πρώτη και, άρα: 

ൌ ሺ2𝑥 െ 1ሻ อ
െ2 െ 𝑥 1 െ 𝑥 0

3 𝑥  2 𝑥  2
െ3 0 െ3

อ ൌ ሺ2𝑥 െ 1ሻሺെ3ሻ อ
െ2 െ 𝑥 1 െ 𝑥 0

3 𝑥  2 𝑥  2
1 0 1

อ ൌ 

μετά αφαιρούμε από την τρίτη στήλη την πρώτη, άρα: 

ൌ ሺ2𝑥 െ 1ሻሺെ3ሻ อ
െ2 െ 𝑥 1 െ 𝑥 2  𝑥

3 𝑥  2 𝑥 െ 1
1 0 0

อ ൌ ሺ2𝑥 െ 1ሻሺെ3ሻሺ1ሻ ቚ1 െ 𝑥 2  𝑥
𝑥  2 𝑥 െ 1

ቚ ൌ െ3ሺ2𝑥 െ 1ሻሾെሺ𝑥 െ 1ሻ2 െ ሺ𝑥  2ሻ2ሿ 

ൌ െ3ሺ2𝑥 െ 1ሻሾെ𝑥2  2𝑥 െ 1 െ 𝑥2 െ 4𝑥 െ 4ሿ ൌ െ3ሺ2𝑥 െ 1ሻሺെ2𝑥2 െ 2𝑥 െ 5ሻ ൌ 3ሺ2𝑥 െ 1ሻሺ2𝑥2  2𝑥  5ሻ 

Τελικά:  

ተ

𝑥 𝑥 െ2 1
𝑥 െ2 1 𝑥

െ2 1 𝑥 𝑥
1 𝑥 𝑥 െ2

ተ ൌ 0 ⟺ 3ሺ2𝑥 െ 1ሻሺ2𝑥2  2𝑥  5ሻ ൌ 0 ⟺ 𝑥 ൌ
1
2

, 𝑥 ൌ ൬െ
1
2


3
2

𝑖൰ , 𝑥 ൌ ൬െ
1
2

െ
3
2

𝑖൰  

ΘΕΜΑ 2ο:     

൮

1 1 1 െ2
2 0 3 1

െ1 3 െ1 1
4 8 6 െ4

ተ

2
5

െ3
8

൲

௰మ↔௰మିଶ௰భ
௰య↔௰యା௰భ

௰ర↔௰రିସ௰భሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൮

1 1 1 െ2
0 െ2 1 3
0 4 0 െ1
0 4 2 4

ተ

2
1

െ1
0

൲ 

௰య↔௰యାଶ௰మ
௰ర↔௰రାଶ௰మሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൮

1 1 1 െ2
0 െ2 1 3
0 0 2 5
0 0 4 10

ተ

2
1
1
2

൲
௰ర↔௰రିଶ௰య
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 

௰ర↔௰రିଶ௰య
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൮

1 1 1 െ2
0 െ2 1 3
0 0 2 5
0 0 0 0

ተ

2
1
1
0

൲ 

Έτσι το δοσμένο σύστημα γίνεται ισοδύναμα: 

ሺ𝛴ሻ ൝
2𝑥ଷ  5𝑥ସ ൌ 1

െ2𝑥ଶ  𝑥ଷ  3𝑥ସ ൌ 1
𝑥ଵ  𝑥ଶ  𝑥ଷ െ 2𝑥ସ ൌ 2

⟺

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑥ଷ ൌ

1 െ 5𝑥ସ

2

𝑥ଶ ൌ
𝑥ସ െ 1

4

𝑥ଵ ൌ
17𝑥ସ  7

4

,  𝑥ସ ∈ ℝ ⟺

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ 𝑥ଵ ൌ

7
4


17
4

𝑥ସ

𝑥ଶ ൌ െ
1
4


1
4

𝑥ସ

𝑥ଷ ൌ
1
2

െ
5
2

𝑥ସ

 𝑥ସ  ∈  ℝ

 . 

Το οποίο έχει άπειρες λύσεις για 𝑥ସ ∈ ℝ. 



 
 
 
 

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ 

ΘΕΜΑ 3ο:     

α) Αρκεί να δείξουμε ότι: 𝛢ሺ𝛢𝛣ሻ ൌ 𝕝 ൌ ሺ𝛢𝛣ሻ𝛢.  

Έχουμε: 

𝛢ሺ𝛢𝛣ሻ ൌ ሺ𝛢𝛢ሻ𝛣 ൌ 𝛢ଶ𝛣 ൌ 𝛢ଶሺ𝛢ଶሻିଵ ൌ 𝕝. 

Επίσης: 

ሺ𝛢𝛣ሻ𝛢 ൌ 𝛢ሺ𝛢ଶሻିଵ𝛢 ൌ 𝛢ሺ𝛢ଶሻିଵ𝛢𝕝 ൌ 𝛢ሺ𝛢ଶሻିଵ𝛢𝛢ሺ𝛢𝛣ሻ ൌ 𝛢ሺ𝛢ଶሻିଵ𝛢ଶሺ𝛢𝛣ሻ ൌ 𝛢𝕝ሺ𝛢𝛣ሻ ൌ 𝛢ሺ𝛢𝛣ሻ ൌ 𝕝. 

Άρα: 𝛢ିଵ ൌ 𝛢𝛣. 

β)  Από υπόθεση έχουμε: 
𝛢 ൌ 𝛢ିଵ

𝛢𝛢ିଵ ൌ 𝕀ଶ
ൠ ⟹ 𝛢ଶ ൌ 𝕀ଶ (1). Έστω ότι: 𝛢 ൌ 

𝛼 𝛽
𝛾 𝛿൨ με 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 𝜖 ℝ. Η σχέση (1) δίνει: 

𝛢ଶ ൌ 𝕀ଶ ⟺ 
𝛼ଶ  𝛽𝛾 ሺ𝛼  𝛿ሻ𝛽
ሺ𝛼  𝛿ሻ𝛾 𝛿ଶ  𝛽𝛾

൨ ൌ ቂ1 0
0 1

ቃ ⟺

⎩
⎨

⎧
ሺ𝜀1ሻ: ሺ𝛼  𝛿ሻ𝛽 ൌ 0 ⇔ ሼ𝛽 ൌ 0 ή 𝛿 ൌ െ𝛼ሽ
ሺ𝜀2ሻ: ሺ𝛼  𝛿ሻ𝛾 ൌ 0 ⇔ ሼ𝛾 ൌ 0 ή 𝛿 ൌ െ𝛼ሽ

ሺ𝜀3ሻ: 𝛼ଶ  𝛽𝛾 ൌ 1
ሺ𝜀4ሻ: 𝛿ଶ  𝛽𝛾 ൌ 1

 

Αν 𝛿 ൌ െ𝛼, τότε οι εξισώσεις (ε3) και (ε4) είναι ίδιες οπότε έχουμε: 𝛼 ൌ േඥ1 െ 𝛽𝛾 , για 𝛽𝛾  1. 

Άρα 𝛢 ൌ ቈ
ඥ1 െ 𝛽𝛾 𝛽

𝛾 െඥ1 െ 𝛽𝛾
  ή 𝛢 ൌ ቈ

െඥ1 െ 𝛽𝛾 𝛽

𝛾 ඥ1 െ 𝛽𝛾
 , ∀𝛽, 𝛾𝜖 ℝ με 𝛽𝛾  1. 

Αν 𝛽 ൌ 0 ή 𝛾 ൌ 0, τότε οι εξισώσεις (ε3) και (ε4) δίνουν: 𝛼ଶ ൌ 1 ൌ 𝛿ଶ ⟺ 𝛿 ൌ െ𝛼 ൌ േ1 λόγω της υπόθεσης 

 𝛢 ് 𝕝 και 𝛢 ് െ𝕝. 

ΘΕΜΑ 4ο: 

α) Αφού η 𝜆ଵ ൌ 2 െ 3𝑖 είναι ρίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύμου του πίνακα 𝛢 και το 𝑝ሺ𝜆ሻ έχει πραγματικούς 
συντελεστές τότε 𝜆ଶ ൌ 𝜆ଵ

തതത ൌ 2  3𝑖 είναι επίσης ρίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύμου και συνεπώς ιδιοτιμή του 
πίνακα 𝛢. Έστω 𝜆ଷ και 𝜆ସ οι άλλες ιδιοτιμές του 𝛢. Γνωρίζουμε ότι: 

𝑑𝑒𝑡ሺ𝐴ሻ ൌ 𝜆ଵ ⋅ 𝜆ଶ ⋅ 𝜆ଷ ⋅ 𝜆ସ ൌ െ13 
και 

𝑡𝑟ሺ𝐴ሻ ൌ 𝜆ଵ  𝜆ଶ  𝜆ଷ  𝜆ସ ൌ 4 

Ισοδύναμα λοιπόν έχουμε: 

ሺ2 െ 3𝑖ሻ ⋅ ሺ2  3𝑖ሻ ⋅ 𝜆ଷ ⋅ 𝜆ସ ൌ െ13 ⟺ 13 ⋅ 𝜆ଷ ⋅ 𝜆ସ ൌ െ13 ⟺ 𝜆ଷ ⋅ 𝜆ସ ൌ െ1  

και 

ሺ2 െ 3𝑖ሻ  ሺ2  3𝑖ሻ  𝜆ଷ  𝜆ସ ൌ 4 ⟺ 4  𝜆ଷ  𝜆ସ ൌ 4 ⟺ 𝜆ଷ  𝜆ସ ൌ 0  

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι οι 𝜆ଷ και 𝜆ସ είναι ρίζες του τριωνύμου: 𝑥ଶ െ 1 ൌ 0. Συνεπώς 𝜆ଷ ൌ 1, 𝜆ସ ൌ െ1 
(ή 𝜆ଷ ൌ െ1, 𝜆ସ ൌ 1). 

β)  Έστω 𝜆ଵ, 𝜆ଶ, ⋯ , 𝜆 οι 𝑛 ιδιοτιμές του πίνακα 𝛢. Τότε το χαρακτηριστικό του πολυώνυμο μπορεί να γραφεί ως: 

𝑝ሺ𝜆ሻ ൌ ሺെ1ሻሺ𝜆 െ 𝜆ଵሻሺ𝜆 െ 𝜆ଶሻ … ሺ𝜆 െ 𝜆ሻ 

Για 𝜆 ൌ 0 έχουμε 𝑝ሺ0ሻ ൌ 𝑑𝑒 𝑡ሺ𝐴ሻ ൌ 𝜆ଵ𝜆ଶ … 𝜆. 
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ΘΕΜΑ 5ο: 

α)  Σχηματίζουμε την ορίζουσα με στήλες τα διανύσματα 𝑣ଵ, 𝑣ଶ, 𝑣ଷ. Είναι: 

อ
1 2 െ1
0 1 1
1 െ3 0

อ ൌ 6 ് 0 

άρα τα δοσμένα διανύσματα είναι γραμμικά ανεξάρτητα. Εφόσον τρία διανύσματα του ℝଷ είναι γραμμικά 

ανεξάρτητα τότε παράγουν τον χώρο δηλαδή αποτελούν βάση του. 

β)  Από το θεώρημα ορθοκανονικοποίησης των Gram –Schmidt κι αφού ሼ𝑣ଵ, 𝑣ଶ, 𝑣ଷሽ δείξαμε ότι είναι βάση του ℝଷ 

έχουμε: 

𝑤ଵ ൌ 𝑣ଵ ⟹ 𝑤ଵ ൌ ሺ1, 0,1ሻ  

𝑤ଶ ൌ 𝑣ଶ െ
〈𝑣ଶ, 𝑤ଵ〉
‖𝑤ଵ‖ଶ 𝑤ଵ ൌ ሺ2,1, െ3ሻ െ

െ1
2

ሺ1,0,1ሻ ൌ ൬
5
2

, 1 െ
5
2

൰ ⟹ 𝑤ଶ ൌ ൬
5
2

, 1 െ
5
2

൰  

𝑤ଷ ൌ 𝑣ଷ െ
〈𝑣ଷ, 𝑤ଵ〉
‖𝑤ଵ‖ଶ 𝑤ଵ െ

〈𝑣ଷ, 𝑤ଶ〉
‖𝑤ଶ‖ଶ 𝑤ଶ ൌ ሺെ1,1,0ሻ െ

െ1
2

ሺ1, 0,1ሻ െ
െ

3
2

27
2

൬
5
2

, 1 െ
5
2

൰ ⟹ 

⟹ 𝑤ଷ ൌ ሺെ1,1,0ሻ 
1
2

ሺ1, 0,1ሻ 
1
9

൬
5
2

, 1 െ
5
2

൰ ⟹ 𝑤ଷ ൌ ൬െ
2
9

,
10
9

,
2
9

൰  

Οπότε η ορθοκανονική βάση του ℝଷ που προέρχεται από την ሼ𝑣ଵ, 𝑣ଶ, 𝑣ଷሽ είναι η ℬ ൌ ቄ ௪భ

‖௪భ‖
,

௪మ

‖௪మ‖
,

௪య

‖௪య‖
ቅ. 

Είναι: ‖𝑤ଵ‖ ൌ √2, ‖𝑤ଶ‖ ൌ
ଷ√ଷ

ଶ
 , ‖𝑤ଷ‖ ൌ

ଶ

√ଷ
, οπότε: 

𝑤ଵ

‖𝑤ଵ‖
ൌ

√2
2

ሺ1,0,1ሻ,
𝑤ଶ

‖𝑤ଶ‖
ൌ

√3
9

ሺ5,2, െ5ሻ,
𝑤ଶ

‖𝑤ଶ‖
ൌ

√3
9

ሺെ1,5,1 ሻ . 

 




