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Παράδειγµα: Μίξη παραγωγής στην ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ

Η βιοτεχνία ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ παράγει δύο βασικά προϊόντα: τραπέζια και καρέκλες 
υψηλής ποιότητας. Η διαδικασία παραγωγής και για τα δύο προϊόντα περιλαµβάνει την 
επεξεργασία τoυs στα ίδια στάδια παραγωγής, αλλά απαιτεί διαφορετικές 
ώρες εργασίας για το κάθε προϊόν στα τρία τµήµατα της επιχείρησης: το ξυλουργείο, το 
βαφείο και το στιλβωτήριο. 
Το τµήµα παραγωγής της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ έχει τυποποιήσει: τη διαδικασία κατασκευής των 
προϊόντων της και έχει προσδιορίσει το µέσο χρόνο εργασίας ανά παραγόµενη µονάδα 
σε κάθε τµήµα. Η κατασκευή κάθε τραπεζιού απαιτεί 8 ώρες εργασίας στο ξυλουργείο, 4 
ώρες στο βαφείο και 4 ώρες στο στιλβωτήριο, ενώ αντίστοιχα οι ώρες που απαιτούνται 
για κάθε καρέκλα είναι 8 στο ξυλουργείο, 2 στο βαφείο και 3 στο στιλβωτήριο. Για τον 
επόµενο µήνα, ο υπεύθυνος παραγωγής έχει προσδιορίσει ότι οι διαθέσιµες ώρες 
εργασίας στο ξυλουργείο ανέρχονται συνολικά σε 960, στο βαφείο σε 400, ενώ στο 
στιλβωτήριο σε 420. 
Από τα στοιχεία που διαθέτει η διεύθυνση οικονοµικών υπηρεσιών της εταιρείας, 
προκύπτει ότι το µικτό κέρδος της επιχείρησης µε βάση τι τρέχουσες τιµέs πώλησης, 
ανέρχεται σε 140€ για κάθε τραπέζι και 100€ για κάθε καρέκλα.

Γραµµικός Προγραµµατισµός

Πρόβληµα µίξηs της παραγωγήςς (product mix)



Το πρόβληµα της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ είναι ο καθορισµός των ποσοτήτων 

παραγωγής τραπεζιών και καρεκλών για τον επόµενο µήνα ώστε να πετύχει 

το µεγαλύτερο δυνατό κέρδος (Στην απλοποιηµένη αυτή µορφή του 

προβλήµατος αγνοούµε πρos το παρόν τυχών απόθεµα που µπορεί να 

υπάρχει, και υποθέτουµε ότι η ζήτηση για τα προϊόντα τηs ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ είναι 

ικανή να απορροφήσει την οποιαδήποτε ποσότητα θα παραχθεί).

Πρόβληµα ςµίξηs της παραγωγήςς (pτoduct mix)



Τα βήµατα που θα ακολουθήσουµε ώστε να διατυπώσουµε 
το πρόβληµα της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ µε τη µορφή ενός µαθηµατικού 

µοντέλου 

Καθορισµός των Μεταβλητών του προβλήµατος

�Ως πρώτο βήµα στη διαδικασία διατύπωσης του µοντέλου ΓΠ πρέπει να 

ορίσουµε τις µεταβλητές απόφασης (decision variables) του προβλήµατος.

Όπως δηλώνει και το όνοµα του, οι µεταβλητές του προβλήµατος συµβολίζουν τα 

οικονοµικά ή φυσικά µεγέθη τα οποία ο λήπτης αποφάσεων ενδιαφέρεται και 

είναι σε θέση να προσδιορίσει, και από τα οποία εξαρτάται το αποτέλεσµα που 

προσδοκά.

•Στόχος της επιχείρησης είναι: η µεγιστοποίηση του κέρδους που θα προκύψει 

από την πώληση των τραπεζιών και καρεκλών που θα κατασκευαστούν. Είναι 

προφανές ότι η ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ επιθυµεί να καθορίσει τις ποσότητες τραπεζιών και 

καρεκλών που πρέπει να κατασκευάσει έτσι ώστε να επιτύχει το µεγαλύτερο 

δυνατό κέρδος.



�Χρησιµοποιώντας µαθηµατικούς συµβολισµούς µπορούµε να ορίσουµε 
τις δύο µεταβλητές του προβλήµατος ως εξής:

Χ1 = αριθµός των τραπεζιών

Χ2 = αριθµός των καρεκλών που θα κατασκευαστούν στη διάρκεια του µήνα.

Παράµετροι προβλήµατος ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ



�Το επόµενο βήµα στη διαµόρφωση του µαθηµατικού µοντέλου του ΓΠ είναι:
Η διατύπωση µιας µαθηµατικής σχέσης που θα συνδέει τις µεταβλητές του 
προβλήµατος µε το αποτέλεσµα που επιδιώκουµε να βελτιστοποιήσουµε

�Στη συγκεκριµένη περίπτωση στόχος είναι η µεγιστοποίηση του κέρδους της 
επιχείρησης

� Κάθε µονάδα από τα Χ1 (τραπέζια) αποφέρει κέρδος 140€. 
� το κέρδος (σε €) από την παραγωγή Χ1 τραπεζιών είναι 140Χ1. 
� το κέρδος από τα Χ2 τεµάΧ1α καρεκλών είναι 100X2.

�Το συνολικό λοιπόν κέρδος της επιχείρησης από την παραγωγή Χ1 τραπεζιών και Χ2
καρεκλών είναι:

Συνολικό κέρδος: 140 Χ1 + 100 Χ2

Το αποτέλεσµα - Η αντικειµενική 
συνάρτηση

Η παραπάνω συνάρτηση κέρδους, την τιµή της οποίας επιδιώκουµε να 
µεγιστοποιήσουµε, καλείται αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος



�Κάθε αύξηση της παραγωγής (που µαθηµατικά αντιστοιχεί σε 

αύξηση των τιµών των µεταβλητών Χ1 και Χ2) οδηγεί και σε 

αντίστοιχη αύξηση των κερδών

�Οι ποσότητες παραγωγής των δύο προϊόντων δεν µπορεί να 

αυξηθούν απεριόριστα, διότι οι διαθέσιµες ώρες εργασίας στα 

τµήµατα ξυλουργείο, βαφείο και στιλβωτήριο είναι συγκεκριµένες 

και εποµένως µε την συνεχή αύξηση των ποσοτήτων παραγωγής 

θα εξαντληθούν

�Εποµένως, οι διαθέσιµες ώρες εργασίας σε κάθε τµήµα 

περιορίζουν το πόσο µπορεί να αυξηθεί η παραγωγή

Η διαδικασία παραγωγής - Οι περιορισµοί του 
προβλήµατος



Επόµενο βήµα: Η µαθηµατική διατύπωση των περιορισµών 
του προβλήµατος

�Η έννοια των περιορισµών σε ένα πρόβληµα ΓΠ είναι ότι: 

Περιγράφουν τις επιχειρησιακές και λειτουργικές συνθήκες µε βάση τις 

οποίες καθορίζονται οι τιµές των µεταβλητών του προβλήµατος

�Στο συγκεκριµένο πρόβληµα, οι περιορισµοί περιγράφουν τις 

συνθήκες παραγωγής των δυο προϊόντων στα τρία τµήµατα τις 

επιχείρησης, όπου οι απαιτούµενες για την παραγωγή ώρες εργασίας

σε κάθε τµήµα µπορεί να ξεπερνούν τις αντίστοιχες διαθέσιµες



Εποµένως:
•Οι απαιτούµενες ώρες εργασίας στο ξυλουργείο για παραγωγή Χ1 τραπεζιών και Χ2
καρεκλών είναι: 8Χ1 + 8X2

•Οι διαθέσιµες ώρες εργασίας στο ξυλουργείο είναι: 960 

•Συνεπώς ο περιορισµός που αφορά την επεξεργασία των δύο προϊόντων στο 
ξυλουργείο µπορεί να διατυπωθεί µε την εξής µαθηµατική σχέση:

•Οι περιορισµοί που αφορούν την επεξεργασία των δύο προϊόντων στο βαφείο και 
στο στιλβωτήριο ορίζονται µε τον ίδιο τρόπο ως εξής:

συνέχεια…



Η πλήρης διατύπωση του προβλήµατος της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ σε µοντέλο 
Γραµµικού Προγραµµατισµού έχει ως εξής:

Το µοντέλο ΓΠ της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ

Οι δύο τελευταίοι περιορισµοί δηλώνουν ότι οι µεταβλητές Χ1 και Χ2 µπορούν να λάβουν 
µόνο θετικές τιµές, προφανώς εφόσον εκφράζουν ποσότητες παραγωγής, κάτι που 
όµως πρέπει να συµπεριληφθεί στη διατύπωση του αντίστοιχου µαθηµατικού 
µοντέλου

Το πρόβληµα έχει µετατραπεί από ένα διοικητικό - οικονοµικό πρόβληµα, σε ένα καθαρά 
µαθηµατικό πρόβληµα



Γραφική Μέθοδος Επίλυσης Προβληµάτων ΓΠ

•Η εφαρµογή της γραφικής µεθόδου που περιγράφεται είναι δυνατή µόνο σε 
προβλήµατα ΓΠ µε δύο µεταβλητές ώστε να είναι δυνατή η απεικόνιση τους σε ένα 
σύστηµα αξόνων Χ1 και Χ2·
•Όταν υπάρχουν περισσότερες από δύο µεταβλητές (όπως συµβαίνει σε όλα τα 
πραγµατικά προβλήµατα) η εφαρµογή της γραφικής µεθόδου δεν είναι δυνατή και η 
επίλυση των προβληµάτων γίνεται µε την αλγοριθµική µέθοδο Simplex.

Εφικτές Λύσεις
Το πρώτο βήµα στη διαδικασία επίλυσης ενός προβλήµατος ΓΠ είναι ο προσδιορισµός 
των εφικτών λύσεων.
�Μια λύση καλείται εφικτή όταν δεν παραβιάζει κανέναν από τους περιορισµούς του 
προβλήµατος.

Σε επιχειρησιακούς όρους µία εφικτή λύση αντιπροσωπεύει µία από τις πολλές 
εναλλακτικές επιλογές τιµών για τις µεταβλητές αποφάσεων, η οποία είναι δυνατό να 
υλοποιηθεί µε τα µέσα/πόρους που διατίθενται.



•Μία λύση για το πρόβληµα της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ περιλαµβάνει τον προσδιορισµό δύο 

τιµών: 

•την ποσότητα των τραπεζιών (Χ1) και 

•την ποσότητα των καρεκλών (Χ2) που θα κατασκευασθούν

•Οι δύο µεταβλητές µπορεί να απεικονιστούν γραφικά σε ένα σύστηµα ορθογωνίων 

αξόνων, έτσι ώστε η µεταβλητή Χ1 (τραπέζια) να απεικονίζεται στον οριζόντιο άξονα και 

η µεταβλητή Χ2 (καρέκλες) να απεικονίζεται στον κατακόρυφο άξονα. 

•Μας ενδιαφέρουν µόνο οι µη αρνητικές τιµές των Χ1 και Χ2· 

•Σε µαθηµατικούς όρους, αυτό σηµαίνει ότι σε ένα σύστηµα αξόνων Χ1 και Χ2 οι τιµές 

των µεταβλητών περιορίζονται στο πρώτο τεταρτηµόριο (βλέπε στο ακόλουθο σχήµα).

Το πρόβληµα της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ



Σχήµα 1



•Για τη γραφική παράσταση του πρώτου περιορισµού του προβλήµατος (Ξυλουργείο) σε 
γραφική µορφή στο ορθογώνιο σύστηµα των αξόνων, πρέπει αρΧ1κά να θεωρήσουµε 
την αντίστοιχη ανισότητα ως ισότητα
(Ξ):  8Χ1+8Χ2=960

•Μια γραµµική εξίσωση µε δύο µεταβλητές παριστάνει µία ευθεία γραµµή στο σύστηµα 
αξόνων Χ1-Χ2. 

•Ο πιο εύκολος τρόπος να χαράξουµε την ευθεία γραµµή είναι να βρούµε δύο σηµεία 
από τα οποία διέρχεται.

•Όταν δεν παράγουµε καθόλου τραπέζια (Χ1 = 0), για να εξαντλήσουµε όλεςτις
διαθέσιµες ώρες στο ξυλουργείο θα πρέπει να παράγουµε 120 καρέκλες: (8(0) + 8Χ2 = 
960 => 8Χ2 = 960 => Χ2= 960/8 = 120).

Εποµένως το σηµείο Χ1=0, Χ2=120 είναι ένα σηµείο από το οποίο διέρχεται η ευθεία 
8Χ1+8Χ2=960.

Οµοίως, όταν δεν παράγουµε καθόλου καρέκλες (Χ2 = 0), για να εξαντλήσουµε όλες τις 
διαθέσιµες ώρες στο ξυλουργείο θα πρέπει να παράγουµε 120 τραπέζια (8Χ1 + 8(0) = 
960 =>Χ1 = 960/8 =120).

Γραφική Παράσταση περιορισµών



•Το σηµείο Χ1=12Ο, Χ2=0 είναι ένα δεύτερο σηµείο της ευθείας.

•Η ευθεία που αντιστοιχεί στον περιορισµό των ωρών εργασίας στο ξυλουργείο 

διέρχεται από τα σηµεία (0,120) και (120,0) και απεικονίζεται γραφικώς στο 

σχήµα α.

•Στο σχήµα α παρατηρούµε την ευθεία γραµµή που αντιπροσωπεύει όλους 

τους δυνατούς συνδυασµούς παραγωγής καρεκλών και τραπεζιών που 

αναλώνουν τη συνολική διαθέσιµη ποσότητα των 960 ωρών στο ξυλουργείο

•Ο αρχικός περιορισµός του προβλήµατος δήλωνε ότι οι ώρες που θα 

αναλωθούν στην παραγωγή δεν µπορεί να ξεπερνούν τις 960

•Εποµένως, οποιοδήποτε σηµείο που βρίσκεται είτε πάνω στην ευθεία γραµµή 

είτε στην περιοχή κάτω από αυτήν, αντιπροσωπεύει ένα συνδυασµό 

παραγωγής που δεν απαιτεί περισσότερες από 960 ώρες στο ξυλουργείο.



Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να προσδιορίσουµε τα σηµεία που 
ικανοποιούν το δεύτερο περιορισµό του προβλήµατος (Βαφείο). 
Επαναλαµβάνοντας την ανάλυση και θεωρώντας την ανισότητα του 
δεύτερου περιορισµού ως ισότητα, έχουµε:
(Β):   4Χ1+2Χ2=400.

Στην περίπτωση που δεν παράγουµε καθόλου τραπέζια (Χ1 = 0) για να 
εξαντλήσουµε όλες τις διαθέσιµες ώρες στο βαφείο θα πρέπει να 
παράγουµε 200 καρέκλες: 

(4(0) + 2Χ2 = 400 =>2Χ2 = 400 =>Χ2 = 400/2 = 200).

Οµοίως, όταν δεν παράγουµε καθόλου καρέκλες (Χ2 = 0) για να 
εξαντλήσουµε όλες τις διαθέσιµες ώρες στο βαφείο, θα πρέπει να 
παράγουµε 100 τραπέζια (Χ1= 400/4=100). Ο περιορισµός των ωρών 
στο βαφείο απεικονίζεται γραφικώς στο σχήµα β.



Σχήµα 2



•Ας δούµε ποιοι συνδυασµοί παραγωγής ικανοποιούν και τους δύο 

περιορισµούς ταυτόχρονα, δηλαδή να απαιτούν το πολύ 960 ώρες 

εργασίας στο ξυλουργείο και 400 ώρες εργασίας στο βαφείο

•Τοποθετώντας και τους δύο περιορισµούς στο ίδιο γράφηµα, το 

αποτέλεσµα είναι η περιοχή που βρίσκεται εντός και των δύο 

περιορισµών, δηλαδή η σκιασµένη περιοχή του σχήµατος 3 που 

αντιπροσωπεύει την περιοχή των λύσεων που δεν απαιτούν 

περισσότερες από 960 ώρες στο ξυλουργείο και 400 ώρες στο βαφείο

αντίστοιχα.



Σχήµα 3



•Υπάρχει όµως και ένας τρίτος περιορισµός του προβλήµατος, αυτός που αφορά τις 

διαθέσιµες ώρες στο στιλβωτήριο

•Όλα τα σηµεία της σκιασµένης περιοχής του σχήµατος 3 δεν είναι σίγουρο ότι θα 

ικανοποιούν και τον τρίτο περιορισµό.

•Επαναλαµβάνοντας τη διαδικασία και θεωρώντας την ανισότητα του τρίτου 
περιορισµού ως ισότητα, έχουµε:

(Σ):   4Χ1+3Χ2=420

Στην περίπτωση που δεν παράγουµε καθόλου τραπέζια (Χ1 = 0), για να εξαντλήσουµε 

τις διαθέσιµες ώρες στο στιλβωτήριο θα πρέπει να παράγουµε 140 καρέκλες: 

(4(0) + 3Χ2 = 420 => 3Χ2 = 420 => Χ2 = 420/3 = 140).

Οµοίως, όταν δεν παράγουµε καθόλου καρέκλες (Χ2 = 0), για να εξαντλήσουµε όλες τις 

διαθέσιµες ώρες στο στιλβωτήριο θα πρέπει να παράγουµε 105 τραπέζια: 
(Χ1=420/4=105).



Θέτοντας και τον περιορισµό του στιλβωτηρίου στο ίδιο γράφηµα 
µε τους άλλους δύο περιορισµούς

Σχήµα 4.



• Η σκιασµένη περιοχή του Σχήµατος 4, στην οποία περιέχονται όλες οι 

λύσεις που ικανοποιούν ταυτόχρονα όλους τους περιορισµούς του 

προβλήµατος, καλείται περιοχή εφικτών λύσεων.

• Κάθε σηµείο που βρίσκεται εκτός της περιοχής των εφικτών λύσεων 

αντιπροσωπεύει λύση που δεν είναι εφικτή, δηλαδή ένα συνδυασµό 

παραγωγής τραπεζιών και καρεκλών που δεν είναι δυνατό να 

πραγµατοποιηθεί, διότι απαιτεί περισσότερες από τις διαθέσιµες ώρες 

στο ένα τουλάχιστον από τα τρία τµήµατα παραγωγής.

Περιοχή εφικτών λύσεων

Η παραγωγή 40 τραπεζίων και 60 καρεκλών είναι εφικτή διότι το σηµείο Α 
(40,60) βρίσκεται µέσα στην περιοχή των εφικτών Λύσεων, ενώ αντίθετα δεν 
είναι εφικτή η παραγωγή 60 τραπεζίων και 80 καρεκλών διότι το αντίστοιχο 
σηµείο Β είναι εκτός της περιοχής των εφικτών λύσεων (σχήµα 4).



Βέλτιστη λύση ενός προβλήµατος ΓΠ είναι εκείνη η λύση η οποία είναι 
καταρχήν εφικτή και η οποία βελτιστοποιεί (δίνει δηλαδή τη µέγιστη ή 
ελάχιστη τιµή αντίστοιχα) την αντικειµενική συνάρτηση. 

Προσδιορισµός Βέλτιστης Λύσης

Έχοντας προσδιορίσει την περιοχή των εφικτών λύσεων στο συγκεκριµένο πρόβληµα 
(σχήµα 4). 
Ας εξετάσουµε τη διαδικασία µε την οποία µπορούµε να προσδιορίσουµε γραφικά ποια 
από τις εφικτές λύσεις αντιστοιχεί στο µεγαλύτερο κέρδος, δηλαδή τη βέλτιστη λύση του 
προβλήµατος.
Ας ξεκινήσουµε µε το να προσδιορίσουµε λύσεις που αποφέρουν ένα προκαθορισµένο 
σταθερό κέρδος. 
Ας επιλέξουµε τυχαία ένα συγκεκριµένο επίπεδο κέρδους, για παράδειγµα 8.400€.

Υπάρχουν εφικτές λύσεις που αντιστοιχούν σε κέρδος 8.400€ και ποιες είναι αυτές; 
Η απάντηση προφανώς είναι όλες οι λύσεις που ικανοποιούν την εξίσωση:

140Χ1+100Χ2 = 8400.



•Όλες οι λύσεις που δίνουν στην αντικειµενική συνάρτηση την τιµή 

8400 παριστάνονται µε τα σηµεία µίας ευθείας γραµµής

•Είναι προφανές ότι µπορούµε να χαράξουµε µία ευθεία γραµµή για 

οποιοδήποτε συγκεκριµένο επίπεδο κέρδους

•Οι ευθείες γραµµές που αντιστοιχούν σε ένα συγκεκριµένο επίπεδο 

κέρδους ονοµάζονται ισοσταθµικές (ή ισοβαρείς) ευθείες κέρδους

•Η συγκεκριµένη ισοσταθµική ευθεία κέρδους µπορεί να οριστεί από 

τα σηµεία στα οποία τέµνει τους άξονες: θέτοντας Χ1=0, προκύπτει 

Χ2=84, και αντίστοιχα θέτοντας 

•Χ2=0, προκύπτει Χ1=60 (Σχήµα 5).



•Κάθε σηµείο που βρίσκεται πάνω από µία ισοσταθµική αντιστοιχεί σε 
µεγαλύτερη τιµή κέρδους

Αντίθετα

•Σηµεία που βρίσκονται κάτω της ευθείας αντιστοιχούν σε µικρότερες 
τιµές. 

•Προφανώς τα σηµεία της ισοσταθµικής των 8.400 δεν παράγουν τη 
µέγιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησηδ, δεν αντιστοιχούν δηλαδή 
σε συνδυασµούς παραγωγής που θα έδιναν το µεγαλύτερο κέρδος 
στην επιχείρηση

•Αυτό προκύπτει από την εξέταση του σχήµατος 5, όπου µπορούµε να 
παρατηρήσουµε ότι υπάρχουν σηµεία µέσα στην περιοχή εφικτών 
λύσεων που βρίσκονται πάνω από τη συγκεκριµένη ισοσταθµική
ευθεία και εποµένως αντιστοιχούν σε επίπεδο κέρδους µεγαλύτερο 
από 8.400.



•Θεωρώντας µια τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης µεγαλύτερη 

των 8400, 

π.χ την τιµή 11.200

µπορούµε να χαράξουµε µια δεύτερη ισοσταθµική ευθεία κέρδους 

που αντιστοιχεί στην εξίσωση της αντικειµενικής συνάρτησης:

140X1 + 100X2 = 11200.

η οποία, όπως διακρίνουµε στο Σχήµα 5, διέρχεται από τα σηµεία 

(0,112) και (80,0). (θέτοντας Χ1=0, προκύπτει Χ2=112, και αντίστοιχα 

θέτοντας Χ2=0, έχουµε Χ1=80).



Παρατηρούµε ότι :

•Αυξάνοντας κάθε φορά την τιµή της αντικειµενικά συνάρτησης, παίρνουµε µια νέα 
ισοσταθµική ευθεία κέρδους παράλληλη µε την αρχική (διότι οι συντελεστές του Χ1
και Χ2 που καθορίζουν την κλίση της ευθείας παραµένουν οι ίδιοι) και η οποία 
βρίσκεται πιο πάνω από την προηγούµενη.

Μετακινώντας εποµένων την ισοσταθµική ευθεία κέρδους προς τα πάνω, και 
διατηρώντας την ταυτόχρονα παράλληλη προς την αρχική της θέση, επιτυγχάνουµε 
µεγαλύτερες τιµές της αντικειµενικής συνάρτησης. 

Σε κάθε νέα θέση παίρνουµε µια νέα ισοσταθµική ευθεία κέρδους (σχήµα 5)

Εφόσον λοιπόν στόχος είναι η µεγιστοποίηση του κέρδους

Θα πρέπει να µετακινήσουµε την ισοσταθµική ευθεία όσο πιο ψηλά είναι δυνατόν, 
χωρίς όµως να ξεφύγει από τα όρια της περιοχής των εφικτών λύσεων

Όταν καταλήξουµε στο σηµείο όπου η ευθεία του κέρδους δεν είναι δυνατό να 
µετακινηθεί ψηλότερα, γιατί θα βρεθεί πλέον εκτός της περιοχής των εφικτών 
λύσεων, τότε έχουµε επιτύχει τη µέγιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης.



Σχήµα 5.



Ποιο είναι το τελευταίο σηµείο (ή σηµεία) της περιοχής των εφικτών 

λύσεων από τα οποία θα διέλθει µία ισοσταθµική ευθεία; 

Προφανώς στην περίπτωση του συγκεκριµένου παραδείγµατος είναι 

το σηµείο Γ της περιοχής των εφικτών λύσεων. 

Αυτό είναι και το σηµείο στο οποίο µεγιστοποιείται και το συνολικό 

κέρδος, διότι κάθε άλλη ισοσταθµική ευθεία που θα αντιστοιχούσε σε 

µεγαλύτερο κέρδος, θα βρίσκονταν έξω από την περιοχή των εφικτών

λύσεων (Σχήµα 5)



•Η κορυφή Γ της περιοχής των εφικτών λύσεων αντιστοιχεί στο 
σηµείο (Χ1=90, Χ2=20). Εποµένως, ο συνδυασµός παραγωγής 
που οδηγεί στην επίτευξη του µεγαλύτερου κέρδους είναι η 
παραγωγή 90 τραπεζιών και 20 καρεκλών.

•Το κέρδος που προκύπτει µπορεί να υπολογιστεί µε 
αντικατάσταση των τιµών Χ1=90 και Χ2=20 της βέλτιστης λύσης 
στην αντικειµενική συνάρτηση:
Βέλτιστο κέρδος = 140(90) + 100(20) = 14.600€ 

•Η επιχείρηση είχε στη διάθεση της στα τρία τµήµατα 
(Ξυλουργείο, Βαφείο και Στιλβωτήριο) 960, 400 και 420 ώρες 
εργασίας αντίστοιχα. Αντικαθιστώντας τις τιµές Χ1=90 και Χ2=20 
σε κάθε περιορισµό µπορούµε να υπολογίσουµε σε ποια 
τµήµατα εξαντλήθηκαν όλες οι διαθέσιµες ώρες εργασίας και σε 
ποια όχι, όπως φαίνεται και στον πίνακα

Μεταβλητές

απόφασης

Αντικειµενική

συνάρτηση

Περιορισµοί



�Οι περιορισµοί του Βαφείου και Στιλβωτηρίου χαρακτηρίζονται 

δεσµευτικοί, διότι στα αντίστοιχα τµήµατα εξαντλούνται όλες οι 

διαθέσιµες ποσότητες πόρων (ωρών εργασίας)

�Αυτό φαίνεται και στο Σχήµα 5. όπου το σηµείο Γ της βέλτιστης 

λύσης προσδιορίζεται από την τοµή των ευθειών των δύο 

περιορισµών (Βαφείου και Στιλβωτηρίου), ενώ σε σχέση µε την 

ευθεία του περιορισµού του Ξυλουργείου, το σηµείο Γ βρίσκεται 

κάτω από αυτή, εποµένως δεν αναλώνει όλη τη διαθέσιµη ποσότητα 

των 960 ωρών εργασίας στο Ξυλουργείο.



• Από τη γραφική επίλυση του µοντέλου του ΓΠ, η αντικειµενική συνάρτηση λαµβάνει 
τη µεγαλύτερη τιµή της (βέλτιστη λύση του προβλήµατος) στην κορυφή Γ της 
περιοχής των εφικτών λύσεων (Σχήµα 5).

Ας εξετάσουµε όµως γενικότερα τι θα µπορούσε να συµβεί στην προσπάθεια 
µεγιστοποίησης της αντικειµενικής συνάρτησης

• Στη διαδικασία µετακίνησης της ισοσταθµικής ευθείας όσο το δυνατόν µακρύτερα 
από την αρχή των αξόνων (µεγαλύτερη αποµάκρυνση αντιστοιχεί σε µεγαλύτερη τιµή 
της αντικειµενικής συνάρτησης), το τελευταίο σηµείο της περιοχής των εφικτών 
λύσεων από το οποίο µπορεί να διέλθει µια ισοσταθµική ευθεία είναι µία από τις 
κορυφές της περιοχής των εφικτών λύσεων Α, Β, Γ ή ∆. Το ποια ακριβώς από αυτές 
τις κορυφές ορίζει το σηµείο που δίνει τη βέλτιστη τιµή του κέρδους, εξαρτάται από 
την κλίση της ισοσταθµικής ευθείας.

• Εποµένως: Η βέλτιστη λύση καθορίζεται πάντοτε από µία κορυφή της 
περιοχής των εφικτών λύσεων

Τα ακραία σηµεία της περιοχής των 
εφικτών λύσεων



Σχήµα 6.



�Αν η κλίση της ευθείας της αντικειµενικής συνάρτησης ήταν λίγο 

µικρότερη:

�το τελευταίο σηµείο της περιοχής εφικτών λύσεων που θα 

µπορούσε να διέλθει η ισοσταθµική ευθεία θα ήταν το σηµείο Β

�Αντίθετα, αν η κλίση ήταν µεγαλύτερη:

� αυτό θα ήταν το σηµείο ∆ (Σχήµα 6). 

�Η κλίση της ισοσταθµικής ευθείας καθορίζεται όµως από τους 

συντελεστές κέρδους των µεταβλητών Χ1 και Χ2·

Έτσι:
•αν ο συντελεστής κέρδους για τις καρέκλες ήταν 120 αντί της αρχικής τιµής των 
100, τότε η ισοσταθµική ευθεία θα είχε µικρότερη κλίση και το τελευταίο σηµείο 
της εφικτής περιοχής από το οποίο θα περνούσε θα ήταν το σηµείο Β.

•Αντίθετα, αν το κέρδος για τα τραπέζια ήταν 400 και το κέρδος για τις καρέκλες 
100 δραχµές, η κλίση της ισοκερδούς ευθείας θα ήταν πολύ µεγαλύτερη, και 
εποµένως το τελευταίο σηµείο από το οποίο θα περνούσε θα ήταν το σηµείο ∆ 
(Σχήµα 6.)



Σχήµα 7.



•Όταν η κλίση της ισοσταθµικής ευθείας είναι η ίδια µε την κλίση της 

ευθείας που αντιπροσωπεύει έναν από τους περιορισµούς του 

προβλήµατος, η τελευταία θέση της ισοσταθµικής ευθείας πριν βρεθεί 

εκτός της περιοχής των εφικτών λύσεων θα ταυτίζεται µε την ευθεία 

του αντίστοιχου περιορισµού (Σχήµα 7).

• Σε αυτή την περίπτωση, κάθε σηµείο της ευθείας αποτελεί µία 

βέλτιστη λύση του προβλήµατος.

Ας υποθέσουµε ότι στο παράδειγµα της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ, οι συντελεστές κέρδους για τις 
καρέκλες και τα τραπέζια ήταν 140 και 105 αντίστοιχα, µε την αντικειµενική συνάρτηση να 
ορίζεται ως 140Χ1+105Χ2. 

Η κλίση της ευθείας της αντικειµενικής συνάρτησης είναι ίδια µε την κλίση του 
περιορισµού των ωρών του Στιλβωτηρίου (140/105=4/3), εποµένως η τελευταία θέση της 
ευθείας της αντικειµενικής συνάρτησης θα συνέπιπτε µε το ευθύγραµµο τµήµα ΒΓ

(Βλέπε Σχήµα 7).



Στην περίπτωση αυτή:

Τόσο το σηµείο Β (60 τραπέζια και 60 καρέκλες) όσο και το σηµείο Γ (90 
τραπέζια και 20 καρέκλες) αλλά και κάθε άλλο σηµείο που βρίσκεται πάνω 
στο ευθύγραµµο τµήµα ΒΓ, αντιστοιχεί σε κέρδος 14.700€.

�Η βέλτιστη λύση θα µπορούσε να βρεθεί από την επίλυση όλων των 
συστηµάτων εξισώσεων που ορίζονται σε κάθε ακραίο σηµείο της 
περιοχής των εφικτών λύσεων από τους περιορισµούς που διέρχονται
από το αντίστοιχο σηµείο, και υπολογισµό της τιµής της αντικειµενικής 
συνάρτησης σε κάθε σηµείο ώστε να προσδιορισθεί το σηµείο που 
αντιστοιχεί στη µέγιστη τιµή.



�Η λύση που προκύπτει εξαρτάται από τις παραδοχές που έγιναν στην απεικόνιση του 
πραγµατικού επιχειρησιακού προβλήµατος στο µαθηµατικό µοντέλο

�Πραγµατικές συνθήκες που δεν απεικονίζονται στο µαθηµατικό µοντέλο επειδή ίσως 
θεωρούνται προφανείς, απλοποιήσεις σύνθετων πραγµατικών καταστάσεων, ελλείψείς 
και παραβλέψείς στη διατύπωση των περιορισµών, µπορεί να οδηγήσουν σε λύσεις που 
να µην είναι υλοποιήσιµες στην πράξη ή να µην είναι συµβατές µε τα συγκεκριµένα 
επιχειρηµατικά ή επιχειρησιακά δεδοµένα του προβλήµατος

�Ένας άλλος παράγοντας που µπορεί επίσης να προκαλέσει προβλήµατα στην 
υλοποίηση της λύσης του µαθηµατικού µοντέλου είναι ανακριβή δεδοµένα σε ό,τι αφορά 
τις παραµέτρους του προβλήµατος.

Πριν από την υλοποίηση της βέλτιστης λύσης, η λύση ελέγχεται ως προς 
τη δυνατότητα εφαρµογής της και αν χρειαστεί, ακολουθείται µια 
διαδικασία αναθεώρησης του µαθηµατικού µοντέλου ή των δεδοµένων 
και παραµέτρων του.

Έλεγχος της Βέλτιστης Λύσης - Ανατροφοδότηση



Ας εξετάσουµε την περίπτωση της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ. Η Λύση που προέκυψε από την 
επίλυση του µοντέλου του γραµµικού προγραµµατισµού προβλέπει ότι η µεγιστοποίηση 
του κέρδους της επιχείρησης προκύπτει από την παραγωγή 90 τραπεζιών και 20 
καρεκλών.
Είναι η Βέλτιστη Λύση του µαθηµατικού µοντέλου αποδεκτή µε επιχειρηµατικούς όρους; 
Εκτός και αν υπάρχουν ειδικές συνθήκες στην αγορά, είναι πολύ δύσκολο να δεχθεί 
κανείς ότι η ΕΠΙΠΛΟΞΥΑ θα µπορούσε να διαθέσει στην αγορά 90 τραπέζια και µόλις 20 
καρέκλες, δεδοµένου ότι συνήθως ένα τραπέζι συνοδεύεται και από έναν πολλαπλάσιο 
αριθµό καρεκλών.
Η παραπάνω όµως παραδοχή, προφανής µεν, αγνοήθηκε στη διατύπωση του µοντέλου 
του ΓΠ. Έτσι το µαθηµατικό µοντέλο δεν απεικόνιζε µε πιστότητα την πραγµατική 
κατάσταση.
Ας υποθέσουµε στη συνέχεια ότι ο υπεύθυνοι παραγωγής τη$ ΕΠΙΠΑΟΞΥΛ 
διαπιστώνονται το πρόβληµα που προέκυψε, ζητά από το τµήµα πωλήσεων της 
επιχείρησης, πληροφορίες για τη σχέση µεταξύ των ποσοτήτων τραπεζιών και καρεκλών 
µε βάση της πωλήσεις προηγούµενων περιόδων. Ο προϊστάµενος του τµήµατος 
πωλήσεων δεν µπορεί να πει µε σιγουριά ποια είναι η σχέση µεταξύ τραπεζιών και 
καρεκλών που πωλούνται, αλλά δηλώνει ότι για κάθε τραπέζι πωλούνται από 2 έως 6 
καρέκλες. Μια τέτοια σχέση παραγωγής δεν θα δηµιουργούσε πρόβληµα στις πωλήοεις, 
δεδοµένου ότι ένας αριθµός τραπεζιών µπορεί να συνδυασθεί και µε έναν άλλο τύπο 
καρέκλας που η εταιρεία εισάγει από την Ιταλία.



�Το αρχικό µοντέλο ΓΠ της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ πρέπει να 

αναθεωρηθεί λαµβάνοντας υπ' όψη τις νέες απαιτήσεις

�οι καρέκλες πρέπει να είναι τουλάχιστο διπλάσιες σε 

αριθµό από τα τραπέζια

�αλλά να µην υπερβαίνουν το εξαπλάσιο των τραπεζιών

�δύο νέοι περιορισµοί πρέπει να προστεθούν:



Αναθεωρηµένο µοντέλο ΓΠ της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ



•Όπως φαίνεται και στο Σχήµα.8, η περιοχή των εφικτών λύσεων για το 
αναθεωρηµένο πρόβληµα της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ περιορίζεται στο σκιασµένο
τρίγωνο που περικλείεται από τους περιορισµούς του ελάχιστου και µέγιστου 
αριθµού καρεκλών και του περιορισµού του Ξυλουργείου. 
•Η βέλτιστη λύση βρίσκεται σε µία από τις κορυφές της περιοχής των εφικτών 
λύσεων και το τελευταίο σηµείο της περιοχής από το οποίο µπορεί να διέλθει η 
ευθεία ίσου κέρδους είναι το σηµείο (Χ1=40, Χ2=80) όπως φαίνεται και στο 
Σχήµα 8. 
•∆εσµευτικοί είναι οι περιορισµοί του ελάχιστου αριθµού καρεκλών και των 
διαθέσιµων ωρών στο Ξυλουργείο,
• Οι περιορισµοί του Βαφείου και Στιλβωτηρίου δεν είναι πλέον δεσµευτικοί, 
δηλαδή το νέο πρόγραµµα παραγωγής εξαντλεί όλες τις ώρες στο Ξυλουργείο, 
ενώ υπάρχει ένας αριθµός ωρών εργασίας που δεν θα χρησιµοποιηθεί στην 
παραγωγή, στα τµήµατα Βαφείου και Στιλβωτηρίου.

�Η νέα λύση που προκύπτει είναι η Χ1 = 40 και Χ2 = 80 µε συνολικό 
κέρδος για την επιχείρηση 140(40) + 100(80) = 13.600€.



Σχήµα 8.



�Σε εφαρµογές του γραµµικού προγραµµατισµού που αναφέρονται σε πραγµατικά 
προβλήµατα, ο αριθµός των µεταβλητών του προβλήµατος είναι πολύ µεγαλύτερος των 
δύο, και εποµένως η γραφική µέθοδος επίλυσης δεν είναι δυνατό να χρησιµοποιηθεί

� ∆εδοµένου ότι ο αριθµός των µεταβλητών και των περιορισµών των προβληµάτων ΓΠ 
ανέρχεται σε δεκάδες, εκατοντάδες ή ακόµα και σε χιλιάδες, αυτό που χρειαζόµαστε είναι 
µια συστηµατική µέθοδος επίλυσης τους, η οποία να είναι δυνατό να υλοποιηθεί µέσω 
καταλλήλων προγραµµάτων ηλεκτρονικού υπολογιστή για την επίλυση προβληµάτων 
ΓΠ οποιουδήποτε µεγέθους

�Η αλγοριθµική µέθοδος Simplex , έχει ακριβώς αυτά τα χαρακτηριστικά

�Είναι µία αλγοριθµική µέθοδος, περιλαµβάνει δηλαδή µία καθορισµένη σειρά 
επαναλαµβανόµενων διαδοχικών βηµάτων υπολογισµών µέσω των οποίων

�Ξεκινώντας από ένα αρχικό ακραίο σηµείο της περιοχής των εφικτών λύσεων 
(αρχική λύση Simplex ) οδηγούµαστε σε κάθε επανάληψη από ένα ακραίο σηµείο 
της περιοχής των εφικτών λύσεων σε ένα άλλο, γειτονικό µε το προηγούµενο, το 
οποίο αντιστοιχεί σε µία καλύτερη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης. 
�Οι διαδοχικές βελτιώσεις της τιµής της αντικειµενικής συνάρτησης
επαναλαµβάνονται έως ότου εντοπισθεί η βέλτιστη λύση.

Επίλυση προβληµάτων ΓΠ µε τη µέθοδο Simplex



Βασικό πλεονέκτηµα της µεθόδου Simplex :

�εκτός από την εύρεση της βέλτιστης λύσης

�παρέχει επίσης πλήθος άλλων πληροφοριών οικονοµικής φύσεως, οι 

οποίες δεν είναι δυνατό να εξαχθούν µε άλλες τεχνικές

Κατάστρωση Αρχικού Πίνακα Simplex

Παράδειγµα της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ:



�Η εφαρµογή της µεθόδου Simplex επιβάλει τη µετατροπή όλων των 
περιορισµών που διατυπώνονται µε µορφή ανισοτήτων σε ισότητες
�Η µετατροπή αυτή επιτυγχάνεται µε την εισαγωγή στο µοντέλο των 
µεταβλητών περιθωρίου, οι οποίες αντιπροσωπεύουν τις ποσότητες των 
πόρων που δεν χρησιµοποιούνται

Στην περίπτωση του παραδείγµατος που εξετάζουµε, ορίζουµε τρεις 
µεταβλητές περιθωρίου (µία για κάθε περιορισµό) ως εξής:

•S1 = Ώρες Ξυλουργείου που δεν θα χρησιµοποιηθούν στην παραγωγή

•S2 = Ώρες Βαφείου που δεν θα χρησιµοποιηθούν
•S3 = Ώρες Στιλβωτηρίου που δεν θα χρησιµοποιηθούν.

Ο όρος µεταβλητές περιθωρίου έχει την έννοια ότι οι τιµές αυτών των 
µεταβλητών αντιστοιχούν στις διαφορές µεταξύ του αριστερού µέρους της 
ανισότητας (απαιτούµενη ποσότητα) και του αντίστοιχου δεξιού µέρους 
(διαθέσιµη ποσότητα)

Μετατροπή ανισοτήτων σε ισότητες -
Μεταβλητές Περιθωρίου



Π.χ, ας θεωρήσουµε την περίπτωση παραγωγής 70 τραπεζιών (Χ1=70) και 
40 καρεκλών (Χ2=40). Οι ώρες ξυλουργείου που θα απαιτηθούν είναι 
8(70)+8(40) = 880. Σε αυτή την περίπτωση η τιµή της µεταβλητής S1 είναι 80 
ώρες (960 διαθέσιµες - 880 που θα χρησιµοποιηθούν).

�Οι περιορισµοί του προβλήµατος µε την προσθήκη των µεταβλητών 
περιθωρίου γράφονται ως εξής:

ή αν θέλουµε να συµπεριλάβουµε όλες τις µεταβλητές σε όλους τους περιορισµούς 
έχουµε ένα σύστηµα τριών εξισώσεων µε πέντε αγνώστους (2 αρχικές µεταβλητές και 3 
µεταβλητές περιθωρίου)



�Εφόσον οι µεταβλητές περιθωρίου εκφράζουν τις ποσότητες των πόρων 
που δεν θα χρησιµοποιηθούν στην παραγωγή, δεν υπάρχει καµία 
συνεισφορά τους στο κέρδος
�Εποµένως, µπορούν να συµπεριληφθούν και στην αντικειµενική 
συνάρτηση µε µηδενικούς συντελεστές κέρδους.

Μετά την προσθήκη των µεταβλητών περιθωρίου, το µαθηµατικό µοντέλο 
του ΓΠ για τη πρόβληµα της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ διατυπώνεται στην πλήρη 
κανονική µορφή του ως εξής:



Έχουµε ένα γραµµικό σύστηµα τριών εξισώσεων 
µε πέντε µεταβλητές

•Εφόσον ο αριθµός των εξισώσεων είναι µικρότερος από τον αριθµό 
των αγνώστων, το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις

•Μπορούµε να θέσουµε 2 από τις µεταβλητές ίσες µε µηδέν και να 
υπολογίσουµε τις τιµές των 3 άλλων µεταβλητών λύνοντας το αλγεβρικό 
σύστηµα των 3 εξισώσεων µε τις 3 µη µηδενικές µεταβλητές

•Αυτός ο τρόπος προσδιορισµού λύσεων δίνει λύσεις που 
αντιστοιχούν σε ακραία σηµεία, που ορισµένα από αυτά ορίζουν την
περιοχή των εφικτών λύσεων.

Μια εύκολη υπολογιστικά λύση είναι να θέσουµε τις µεταβλητές Χ1 =0 
και Χ2 =0, εποµένως οι τιµές των υπόλοιπων µεταβλητών είναι ίσες µε τις 
σταθερές της κάθε εξίσωσης, δηλαδή S1 =960, S2 =400 και S3 =420.

Αλγεβρικός Προσδιορισµός Λύσεων



Είναι ευνόητο ότι η λύση αυτή δεν είναι ιδιαίτερα ελκυστική, διότι 
αντιπροσωπεύει την περίπτωση παραγωγής 0 τεµαχίων τόσο σε 
καρέκλες όσο και σε τραπέζια. Με µηδενική παραγωγή, καµία από τις 
διαθέσιµες ώρες στα τµήµατα παραγωγής δεν χρησιµοποιείται. Αυτό 
δηλώνουν και οι τιµές των µεταβλητών περιθωρίου S1=960 ώρες, 
S2=400 ώρες και S3=420 ώρες. Η Λύση αυτή αντιστοιχεί στο ακραίο 
σηµείο (0,0), την αρχή των αξόνων (Σχήµα 5).

�Ως αρχική λύση, που απαιτείται για την έναρξη της επαναληπτικής 
διαδικασίας, µπορεί να θεωρηθεί η προφανής λύση Χ1=Ο και Χ2=0, 
S1=960, S2=400 και S3=420. 

�Μία τέτοια λύση, όπου όλες οι πραγµατικές µεταβλητές του προβλήµατος 
έχουν τιµή 0, είναι λύση που µπορούµε να παράγουµε εύκολα για τα
περισσότερα προβλήµατα ΓΠ. 

�Η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης που αντιστοιχεί στην αρχική αυτή 
λύση είναι προφανώς 0



�Τα βήµατα της µεθόδου Simplex υλοποιούνται µέσω αλγεβρικών πράξεων στα 
δεδοµένα του προβλήµατος τα οποία απεικονίζονται σε µία συγκεκριµένη διάταξη 
πίνακα που ονοµάζεται πίνακας Simplex. 

�Ο πρώτος πίνακας Simplex περιλαµβάνει τους συντελεστές όλων των µεταβλητών 
στην αντικειµενική συνάρτηση και τους περιορισµούς του προβλήµατος διατεταγµένα 
ως εξής:

Ο αρχικός πίνακας Simplex

Αρχικός Πίνακας Simplex



�Κάθε πίνακας Simplex αντιστοιχεί σε µία εφικτή λύση του προβλήµατος

� Ο αρχικός πίνακας Simplex αντιστοιχεί στη λύση S1 = 960, S2 =400 και 
S3=420 (βασικές µεταβλητές) και Χ1=0 και Χ2=0 (µη βασικές µεταβλητές).

�Οι µεταβλητές που έχουν µη µηδενικές τιµές ονοµάζονται βασικές 
µεταβλητές, ενώ οι υπόλοιπες µη βασικές

�Στον αρχικό πίνακα Simplex του παραδείγµατος ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ, οι βασικές 
µεταβλητές είναι οι S1( S2 και S3 ενώ µη βασικές οι µεταβλητές Χ1 και Χ2

� Το σύνολο των βασικών µεταβλητών καλείται και βάση της λύσης που 
αντιστοιχεί στο συγκεκριµένο πίνακα

�Κάθε βασική µεταβλητή αντιστοιχεί σε έναν περιορισµό του προβλήµατος, 
εποµένως ο αριθµός των βασικών µεταβλητών σε κάθε πρόβληµα ΓΠ είναι ίσος 
µε τον αριθµό των περιορισµών του προβλήµατος.

Ο αρχικός πίνακας Simplex



�Η πρώτη στήλη του πίνακα Simplex περιλαµβάνει τους συντελεστές κέρδους στην 

αντικειµενική συνάρτηση που αντιστοιχούν στις βασικές µεταβλητές

�Στη δεύτερη στήλη τοποθετούµε τις βασικές µεταβλητές (S1, S2 και S3 για τον αρχικό 

πίνακα)

�Οι επόµενες στήλες αποτελούν το κυρίως τµήµα του πίνακα Simplex και 

αντιστοιχούν στους συντελεστές των µεταβλητών του προβλήµατος στους αντίστοιχους 

περιορισµούς

�Η τελευταία στήλη αντιστοιχεί στις σταθερές ποσότητες των περιορισµών

�Οι τιµές των βασικών µεταβλητών δίνονται στην τελευταία στήλη του πίνακα

�∆ηλαδή η τιµή 960 αντιστοιχεί στην S1, η τιµή 400 στην S2 και η τιµή 420 στη 

µεταβλητή S3

�Οι τιµές των µη βασικών µεταβλητών είναι πάντοτε µηδέν

�Η πρώτη σειρά του πίνακα περιλαµβάνει τους συντελεστές κέρδους όλων των 

µεταβλητών όπως αναφέρονται στην αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος

Ο αρχικός πίνακας Simplex



�Τα στοιχεία κάθε στήλης του πίνακα Simplex είναι οι αντίστοιχοι 
συντελεστές των περιορισµών του προβλήµατος.

�Π.χ. Η στήλη του πίνακα που αντιστοιχεί στη µεταβλητή Χ1

περιέχει τους συντελεστές του Χ1 στους τρεις περιορισµούς 
αντίστοιχα.

�Ποια είναι η οικονοµική ερµηνεία αυτών των συντελεστών;

Τα στοιχεία της στήλης Χ1 καλούνται συντελεστές µετατροπής 
µεταξύ της µεταβλητής Χ1 και όλων των βασικών µεταβλητών του 
πίνακα, δηλαδή των S1, S2, S3 και ερµηνεύονται ως εξής:

Οικονοµική Ερµηνεία του Πίνακα Simplex - Συντελεστές 
Μετατροπής



Για να αυξηθεί η τιµή της Χ1 κατά µία µονάδα (για να παράγουµε 

δηλαδή ένα τραπέζι) απαιτείται να µειωθούν οι τιµές των S1, S2, S3 κατά 

8, 4, και 4 µονάδες αντίστοιχα (δηλαδή να ελαττώσουµε τις µη 

χρησιµοποιούµενες ώρες στο ξυλουργείο, στο Βαφείο και στο 

στιλβωτήριο κατά 8, 4 και 4 αντίστοιχα). 

Η ερµηνεία αυτή επαληθεύεται εύκολα, αν αναλογισθούµε ότι για την 

κατασκευή κάθε τραπεζιού απαιτούνται 8 ώρες στο ξυλουργείο, 4 ώρες 

στο Βαφείο και 4 στο στιλβωτήριο. 

Αντίστοιχη ερµηνεία µπορούµε να δώσουµε για τα στοιχεία της στήλης 

Χ2.

Οικονοµική Ερµηνεία του Πίνακα Simplex - Συντελεστές 
Μετατροπής



•Η σειρά Cj περιέχει τους συντελεστές κέρδους της αντικειµενικής 
συνάρτησης

•Τα στοιχεία αυτής της σειράς µπορεί να ερµηνευθούν ως η µικτή αύξηση 
που προκύπτει στο συνολικό κέρδος αν η τιµή της κάθε µεταβλητής αυξηθεί 
κατά µία µονάδα.

•Έτσι, µία µονάδα της Χ1 αποφέρει στην επιχείρηση επιπλέον κέρδος 140€

•Τα στοιχεία της σειράς Ζj δηλώνουν το κατά πόσο θα µειώνονταν το 
συνολικό κέρδος αν η τιµή της αντίστοιχης µεταβλητής αυξηθεί κατά µία 
µονάδα

Πώς όµως δικαιολογείται η µείωση του κέρδους; 

Οι σειρές Cj, Zj, Cj-Zj



Ας θεωρήσουµε τη µεταβλητή Χ1. 

•Για να αυξηθεί η Χ1 κατά µία µονάδα θα πρέπει να ελαττωθούν η S1 κατά 
8 µονάδες, η S2 κατά 4 µονάδες και η S3 κατά 4 µονάδες

•Η µείωση των S1, S2 και S3 δεν έχει κάποια επίπτωση στο συνολικό 
κέρδος διότι οι συντελεστές κέρδους των S1, S2 και S3 είναι 0 (θυµηθείτε 
ότι οι µεταβλητές περιθωρίου δηλώνουν ώρες παραγωγής που ούτως ή
άλλως είναι διαθέσιµες αλλά δεν χρησιµοποιούνται).

•Στα επόµενα βήµατα της διαδικασίας Simplex , οι βασικές µεταβλητές θα 
αλλάξουν και εποµένως τα στοιχεία της σειράς Ζj δεν θα είναι µηδενικά.

•Η τελευταία σειρά του πίνακα, Cj-Zj είναι αυτή που δηλώνει την καθαρή 
επίπτωση στο συνολικό κέρδος (αύξηση κέρδους - µείωση κέρδους) στην 
περίπτωση που η αντίστοιχη µη βασική µεταβλητή του προβλήµατος 
αυξηθεί κατά µία µονάδα

Οι σειρές Cj, Zj, Cj-Zj



�Η µέθοδος Simplex είναι µια επαναληπτική µέθοδος

�Βασίζεται σε µία επαναλαµβανόµενη σειρά βηµάτων µε την οποία 

από ένα δεδοµένο πίνακα Simplex παράγουµε τον επόµενο, ο 

οποίος αντιστοιχεί σε µία καλύτερη λύση κ.ο.κ., έως ότου

προσδιορισθεί η βέλτιστη λύση

�Η επαναληπτική αυτή διαδικασία περιλαµβάνει 6 βήµατα

Επαναληπτική διαδικασία Simplex



�Ελέγχουµε αν η λύση που δίνει ο τρέχων πίνακας Simplex είναι η 
βέλτιστη

�Η λύση είναι βέλτιστη όταν όλα τα στοιχεία της σειράς Cj-Zj είναι αρνητικά 
ή µηδενικά για προβλήµατα µεγιστοποίησης
�Για προβλήµατα ελαχιστοποίησης το κριτήριο είναι όλα τα στοιχεία της 
σειράς Cj-Zj να είναι θετικά ή µηδενικά
�Αν η λύση είναι βέλτιστη, τότε η διαδικασία έχει ολοκληρωθεί, αν όχι, 
εκτελούµε τα βήµατα 2 έως 5

Βήµα 1 Έλεγχος κριτηρίου βελτιστοποίησης

�Εφόσον η λύση δεν είναι βέλτιστη, επιδέχεται βελτιώσεις. Βελτίωση της λύσης 
σηµαίνει ότι από το ακραίο σηµείο που αντιστοιχεί στην τρέχουσα λύση, πρέπει να 
µετακινηθούµε σε ένα γειτονικό ακραίο σηµείο

�Αυτό απαιτεί αντικατάσταση µιας βασικής µε µία από τις µη βασικές 
µεταβλητές.

�Επιλέγουµε εκείνη τη µη βασική µεταβλητή που αντιστοιχεί στο µεγαλύτερο θετικό 
στοιχείο της σειράς Cj-Zj για να συµπεριληφθεί στη βάση
�Η µεταβλητή αυτή συνεισφέρει στη µεγαλύτερη αύξηση της τιµής της
αντικειµενικής συνάρτησης
�Τη στήλη που αντιστοιχεί στη νέα βασική µεταβλητή την ονοµάζουµε οδηγό 
στήλη

Βήµα 2  Επιλογή νέας βασικής µεταβλητής



•Εφόσον µια νέα µεταβλητή "µπαίνει" στη βάση, µια άλλη θα πρέπει να "φύγει", 

ώστε να διατηρηθεί ίδιος ο αριθµός των βασικών µεταβλητών

• Για να προσδιορίσουµε τη µεταβλητή που θα αντικατασταθεί:

• ∆ιαιρούµε όλα τα στοιχεία της τελευταίας στήλης του πίνακα (ποσότητες) 

µε τα αντίστοιχα θετικά στοιχεία της οδηγού στήλης

•Το µικρότερο θετικό κλάσµα προσδιορίζει τη µεταβλητή που θα 

αντικατασταθεί (αρνητικές τιµές αγνοούνται)

•Τη σειρά της µεταβλητής που θα αντικατασταθεί την αποκαλούµε οδηγό 

σειρά

•Το στοιχείο που βρίσκεται στην τοµή της οδηγού σειράς µε την οδηγό 

στήλη το ονοµάζουµε οδηγό στοιχείο

Βήµα 3 Επιλογή βασικής µεταβλητής που αντικαθίσταται



Οι νέες τιµές υπολογίζονται µε διαίρεση όλων των στοιχείων της 
οδηγού σειράς µε το οδηγό στοιχείο

Βήµα 4  Υπολογισµός νέων τιµών οδηγού σειράς

Οι νέες τιµές κάθε σειράς, εκτός της οδηγού σειράς που υπολογίστηκε στο προηγούµενο 
βήµα, υπολογίζονται ως εξής:

Βήµα 5  Υπολογισµός νέων τιµών για τις υπόλοιπες σειρές του πίνακα

Βήµα 6  Υπολογισµός των νέων τιµών για τις σειρές Ζj και Cj-Zj

•Οι τιµές της σειράς Ζj υπολογίζονται µε πολλαπλασιασµό των στοιχείων 
κάθε στήλης µε τους αντίστοιχους συντελεστές κέρδους των βασικών

µεταβλητών

•Οι τιµές της σειράς Cj-Zj προκύπτουν από την αφαίρεση των τιµών των 
σειρών Cj και Ζj.



Εφαρµογή της επαναληπτικής διαδικασίας Simplex στο συγκεκριµένο 
παράδειγµα της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ.

Βήµα 1 Όλα τα στοιχεία της σειράς Cj-Zj του πρώτου πίνακα Simplex είναι 
µεγαλύτερα ή ίσα µε µηδέν. 
Εποµένως, η λύση που δίνει ο πρώτος πίνακας Simplex δεν είναι βέλτιστη και 
προχωρούµε στα βήµατα 2 έως 5

Βήµα 2 Η επιλογή της µεταβλητής που θα συµπεριληφθεί στη βάση, γίνεται µε 
βάση τη µεγαλύτερη θετική τιµή στη σειρά Cj-Zj. 
Επιλέγουµε τη µεταβλητή Χ1 γιατί έχει τιµή Cj-Zj=140, ενώ η Χ2 έχει τιµή 100. 
Εποµένως, η στήλη της Χ1 είναι η οδηγός στήλη.

Βήµα 3 Μετά την επιλογή της Χ1 για να συµπεριληφθεί στη βάση θα πρέπει να 
εξετάσουµε ποια από τις βασικές µεταβλητές S1, S2 και S3 θα  αντικατασταθεί
από αυτή. 

Υπολογίζουµε τα πηλίκα των ποσοτήτων  της τελευταίας στήλης του πίνακα 
προς τους συντελεστές της οδηγού στήλης

Ο ∆εύτερος Πίνακας Simplex - ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ



Για την S1: 960 ώρες ξυλουργείου /8 ώρες ανά τραπέζι =120 τραπέζια
Για την S2: 400 ώρες βαφείου /4 ώρες ανά τραπέζι =100 τραπέζια
Για την S3: 420 ώρες στιλβωτηρίου / 4 ώρες ανά τραπέζι =105 τραπέζια 

Εποµένως:
�Η S2 που αντιστοιχεί στο µικρότερο θετικό πηλίκο, είναι αυτή που θα 
αντικατασταθεί από τη Χ1

�Η σειρά S2 είναι η οδηγός σειρά και το στοιχείο 4 στη διασταύρωση της 
οδηγού σειράς µε την οδηγό στήλη είναι το οδηγό στοιχείο

Ο ∆εύτερος Πίνακας Simplex - ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ



Βήµα 4 Αφού ορίσαµε ήδη ότι η µεταβλητή Χ1 θα αντικαταστήσει την 
S2, θα πρέπει να υπολογίσουµε τις τιµές του δεύτερου πίνακα Simplex . 

Καταρχήν θα αντικαταστήσουµε την οδηγό σειρά. 

Το οδηγό στοιχείο είναι το 4.

∆ιαιρούµε όλα τα στοιχεία της οδηγού σειράς µε το 4.

Άρα, η νέα οδηγός σειρά είναι:

Ο νέος πίνακας Simplex θα έχει την εξής µορφή σε αυτό το σηµείο της διαδικασίας:

•η Χ1 αντικατέστησε 
την S2 στη βάση

• η τιµή της Χ1 είναι 
100 µονάδες

• ο συντελεστής 
κέρδους της Χ1
εµφανίζεται στη 
στήλη συντελεστών 
κέρδους των 
βασικών 
µεταβλητών



Βήµα 5  Αποµένει να υπολογίσουµε τις νέες τιµές για τις σειρές που 
αντιστοιχούν στις S1 και S3 καθώς και τις νέες τιµές στις σειρές Zj και Cj-Zj



Βήµα 5



Εποµένως, ο νέος πίνακας Simplex µετά τον υπολογισµό και των 
σειρών S1 και S3 θα έχει την εξής µορφή:



•O νέος πίνακας Simplex περιέχει επίσης τρεις µοναδιαίες στήλες που 
αντιστοιχούν στις βασικές µεταβλητές S1, Χ1, και S3

•Οι αλγεβρικές πράξεις που εκτελέσαµε για να υπολογίσουµε τις νέες τιµές 
του πίνακα Simplex είχαν ακριβώς αυτό ως στόχο

•Να µετατρέψουµε δηλαδή τη στήλη που αντιστοιχεί στη νέα βασική 
µεταβλητή Χ1 σε µοναδιαία στήλη. 

•Η διαίρεση µε το οδηγό στοιχείο έδωσε την τιµή 1 στη θέση της τοµής της 
σειράς Χ1 µε τη στήλη Χ1

•Ο πολλαπλασιασµός των νέων τιµών της οδηγού σειράς µε το 8 και 4
αντίστοιχα και η αφαίρεση των γινοµένων από τις τιµές των σειρών S1 και S3
είχε σαν αποτέλεσµα να µηδενίσουµε τα υπόλοιπα στοιχεία της στήλης Χ1.

Μοναδιαίες στήλες στον πίνακα Simplex



Βήµα 5 Αποµένει τώρα ο υπολογισµός των τιµών για τις σειρές Zj και Cj-Zj
•Οι τιµές της σειράς Zj αντιστοιχούν στη µείωση που θα προκύψει στο κέρδος στην 
περίπτωση που επιλέξουµε να συµπεριληφθεί στη βάση µια από τις µη βασικές 
µεταβλητές. Στο σηµείο αυτό µπορούµε να εξηγήσουµε καλύτερα την έννοια των τιµών 
της σειράς Zj
•Η νέα λύση που προέκυψε είναι Χ1=100, Χ2=0, και S1=160, S2=0, και S3=20.
•∆ηλαδή, παραγωγή 100 τραπεζιών, καθόλου καρεκλών, µε αχρησιµοποίητες 160 ώρες 
εργασίας στο ξυλουργείο, 0 ώρες στο βαφείο και 20 ώρες στο στιλβωτήριο.

Ας υποθέσουµε ότι εξετάζουµε την περίπτωση παραγωγής και καρεκλών. 
•Αυτό σηµαίνει ότι η τιµή της Χ2 από 0 που είναι σε αυτό το σηµείο της διαδικασίας, θα 
αυξηθεί

•Σύµφωνα µε τη µεθοδολογία Simplex , αυτό σηµαίνει ότι η Χ2 θα γίνει βασική 
µεταβλητή, δηλαδή θα συµπεριληφθεί στη βάση (αντικαθιστώντας κάποια από τις 
µεταβλητές S1 (Χ1 ή S3).
•Ο δεύτερος πίνακας Simplex µας δίνει τις εξής πληροφορίες από τις τιµές των 
συντελεστών µετατροπής της στήλης Χ2:
Για αύξηση της τιµής της Χ2 κατά µία µονάδα απαιτείται η µείωση της S1 κατά 4, της Χ1
κατά X1 1/2 και της S3 κατά 1. ∆ηλαδή, µείωση της παραγωγής τραπεζιών κατά µισό, και 
µείωση επίσης των αχρησιµοποίητων ωρών στο ξυλουργείο κατά 4 και στο στιλβωτήριο 
κατά 1 (δηλαδή να χρησιµοποιήσουµε 4 και 1 ώρες αντίστοιχα από αυτές που δεν έχουν 
χρησιµοποιηθεί µε βάση τη λύση του 2ου πίνακα Simplex ).



�Για να υπολογίσουµε τις τιµές της σειράς Zj πολλαπλασιάζουµε τους 
συντελεστές µετατροπής για κάθε µεταβλητή µε τους αντίστοιχους συντελεστές 
κέρδους των βασικών µεταβλητών και προσθέτουµε τα γινόµενα ως εξής:

•Οι τιµές της σειράς Cj-Zj προκύπτουν από αφαίρεση της σειράς Zj από τη σειρά Cj
Βλέπουµε λοιπόν ότι η αύξηση της Χ2 κατά 1 µονάδα (παραγωγή µίας καρέκλας) θα έχει σαν 
αποτέλεσµα καθαρή αύξηση των κερδών κατά 30.
•Ο υπολογισµός του κέρδους που αντιστοιχεί στη λύση του τρέχοντος πίνακα Simplex
υπολογίζεται µε την άθροιση των γινοµένων της τελευταίας στήλης που δίνει τις τιµές των βασικών 
µεταβλητών µε τους αντίστοιχους συντελεστές κέρδους των βασικών µεταβλητών.
•Κέρδος = 160(0) + 100(140) + 20(0)= 14000



Βήµα 1

Εφόσον η σειρά Cj-Zj του δεύτερου πίνακα Simplex περιλαµβάνει και θετικούς 
αριθµούς, η λύση που δίνει ο δεύτερος πίνακας Simplex δεν είναι βέλτιστη.
Εποµένως, θα πρέπει να επαναλάβουµε τα πέντε βήµατα για να διαµορφώσουµε τον 
τρίτο κατά σειρά πίνακα Simplex .

Βήµα 2

Η µεταβλητή που θα συµπεριληφθεί στη βάση είναι η Χ2, διότι είναι η µόνη 
µεταβλητή µε θετική τιµή 30 στη σειρά Cj-Zj

Αυτό σηµαίνει ότι για κάθε καρέκλα που θα παραχθεί, το κέρδος αυξάνεται κατά 30€.

Η στήλη της Χ2 είναι η οδηγός στήλη.

Βήµα 3 Μετά την επιλογή της Χ2 για να συµπεριληφθεί στη βάση θα πρέπει να 
επιλέξουµε ποια από τις υπάρχουσες βασικές µεταβλητές S1, Χ1 και S3 θα 
αντικατασταθεί

Αν υπολογίσουµε τους λόγους των ποσοτήτων της τελευταίας στήλης του πίνακα προς 
τους συντελεστές της οδηγού στήλης, έχουµε:

Ο τρίτος πίνακας Simplex



Για την S1: 160 ώρες ξυλουργείου / 4 ώρες ανά καρέκλα =40 καρέκλες 
Για την Χ1: 100 τραπέζια / 1/2 τραπέζια ανά καρέκλα =200 καρέκλες 
Για την S3: 20 ώρες ξυλουργείου / 1 ώρα ανά καρέκλα =20 καρέκλες
Η S3 αντιστοιχεί στη µικρότερη θετική τιµή και εποµένων είναι αυτή που θα 
αντικατασταθεί από την Χ2

Η νέα οδηγός σειρά, οδηγός στήλη και οδηγό στοιχείο έχουν ως εξής:



Βήµα 4

•Προχωρούµε στον υπολογισµό των τιµών του τρίτου πίνακα Simplex .

•Καταρχήν αντικαθιστούµε την οδηγό σειρά

•Το οδηγό στοιχείο είναι το 1

• ∆ιαιρούµε όλα τα στοιχεία της οδηγού σειράς µε το 1, και εποµένως η 
νέα οδηγός σειρά παραµένει ως έχει:

•η Χ2
αντικατέστησε 
την S3 στη βάση

•η τιµή της Χ2
είναι 20 µονάδες

•ο συντελεστής 
κέρδους της Χ2
εµφανίζεται στη 
στήλη 
συντελεστών 
κέρδους των 
βασικών 
µεταβλητών



Βήµα 5 
•Αποµένει τώρα να υπολογίσουµε τις νέες τιµές για τις σειρές που 
αντιστοιχούν στην S1 και την Χ1
•Οι πράξείς είναι αντίστοιχες µε αυτές για τον υπολογισµό του 2ου
πίνακα Simplex



Ο νέος πίνακας Simplex µετά τον υπολογισµό και των σειρών S1 και Χ1 θα 
έχει την εξής µορφή:

Οι τρεις µοναδιαίες στήλες που αντιστοιχούν στις βασικές µεταβλητές στον τρίτο πίνακα 
Simplex είναι οι S1, Χ1, και Χ2·



Βήµα 6 Αποµένει τώρα ο υπολογισµός των τιµών για τις σειρές Zj και  Cj-Zj

Ο υπολογισµός των τιµών της σειράς Zj γίνεται µε πολλαπλασιασµό των 
συντελεστών µετατροπής κάθε µεταβλητής µε τους αντίστοιχους συντελεστές 
κέρδους των βασικών µεταβλητών και πρόσθεση των γινοµένων ως εξής:

•Οι τιµές της σειράς Cj-Zj προκύπτουν από αφαίρεση της σειράς Zj από τη σειρά Cj.
•Ο υπολογισµός του κέρδους που αντιστοιχεί στη λύση του τρέχοντος πίνακα Simplex , 
υπολογίζεται µε την άθροιση των γινοµένων της τελευταίας στήλης που δίνει τις τιµές των 
µεταβλητών µε τους συντελεστές κέρδους των βασικών µεταβλητών

•Κέρδος = 90(140) + 20(100) = 14600



• Ο παραπάνω τρίτος πίνακας Simplex είναι και ο τελικός πίνακας 

Simplex για το πρόβληµα της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ

• Παρατηρούµε ότι η σειρά Cj-Zj δεν περιέχει θετικά στοιχεία, 

συνεπώς δεν είναι δυνατό να επιτευχθεί περαιτέρω αύξηση του 

κέρδους.

• Η βέλτιστη λύση σύµφωνα µε τον τελικό πίνακα Simplex είναι:

Κριτήριο βελτιστοποίησης

•Αυτός ο συνδυασµός της παραγωγής δίνει το µεγαλύτερο δυνατό κέρδος, 
το οποίο ανέρχεται σε 14.600€.



Εξετάζοντας συγκεντρωτικά τα 
αποτελέσµατα που δίνουν οι τρεις 
διαδοχικοί πίνακες  Simplex , 
παρατηρούµε τη διαδοχική µετάβαση 
από το σηµείο (0,0) της περιοχής των 
εφικτών λύσεων, στο σηµείο ∆ και 
τελικά στο σηµείο Γ που αντιστοιχεί 
στη βέλτιστη λύση (Σχήµα 9)







•Το παράδειγµα της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ από το στάδιο της διατύπωσης του επιχειρησιακού προβλήµατος έως την 
επίλυση του

Οικονοµική Ερµηνεία των αποτελεσµάτων της µεθόδου Simplex



•Οι περιορισµοί (Β) και (Σ) του προβλήµατος, που αντιστοιχούν στις ώρες 
βαφείου και στιλβωτηρίου καλούνται δεσµευτικοί περιορισµοί διότι είναι αυτοί 
που καθορίζουν τις τιµές των µεταβλητών και η τοµή τους προσδιορίζει το σηµείο 
της βέλτιστης λύσης (Σχήµα 9)
•Αντίθετα, ο περιορισµός (Ξ) είναι µη δεσµευτικός δεδοµένου ότι δεν 
προσδιορίζει τη βέλτιστη λύση (η ευθεία που αντιστοιχεί στον περιορισµό των 
ωρών ξυλουργείου βρίσκεται πάνω από το βέλτιστο σηµείο Γ - σχήµα 9)
•Οι µη δεσµευτικοί περιορισµοί δεν περιορίζουν τη βέλτιστη λύση µε την έννοια 
ότι ακόµα και αν δεν υπήρχαν, η βέλτιστη λύση δεν θα άλλαζε
•Οι µεταβλητές περιθωρίου που αντιστοιχούν στους δεσµευτικούς περιορισµούς 
έχουν την τιµή µηδέν, ενώ για τους µη δεσµευτικούς περιορισµούς οι αντίστοιχες 
µεταβλητές περιθωρίου έχουν θετικές τιµές.

∆εσµευτικοί και Μη ∆εσµευτικοί Περιορισµοί



•Εφόσον λοιπόν στα τµήµατα βαφείου και στιλβωτηρίου έχουν 

χρησιµοποιηθεί όλες οι διαθέσιµες ώρες, αν στα τµήµατα αυτά προστεθεί ή 

αφαιρεθεί έστω και µία ώρα εργασία», η βέλτιστη λύση θα άλλαζε

•Αντίθετα, η βέλτιστη λύση δεν θα άλλαζε αν είχαµε µία επιπλέον ώρα ή µία 

ώρα λιγότερη στο τµήµα ξυλουργείου, διότι ήδη περισσεύουν 80 ώρες, οπότε 

αν µεν είχαµε 1 ώρα λιγότερη θα περίσσευαν 79 ώρες και αν είχαµε 1 ώρα 

περισσότερη θα περίσσευαν 81 ώρες

•Εποµένως, η αύξηση των ωρών στο τµήµα ξυλουργείου δεν δικαιολογείται 

µε οικονοµικούς όρους

• Θα µπορούσαµε µάλιστα να τις ελαττώσουµε έως και 80 χωρίς αυτό να έχει 

καµία επίπτωση στη βέλτιστη παραγωγή και στα κέρδη

∆εσµευτικοί και Μη ∆εσµευτικοί Περιορισµοί



ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΕΛΑΧΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗΣΕΛΑΧΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗΣ

Ελαχιστοποίηση κόστους διατροφής

Η επιχείρηση ζωοτροφών ΒΙΟΤΡΟΦΕΣ εξασφάλισε µια ειδική παραγγελία από έναν 
πελάτη της για την παρασκευή 1.000 κιλών ζωοτροφής, η οποία θα πρέπει να περιέχει 
τουλάχιστον 30% πρωτεΐνες και 40% υδατάνθρακες. Για την παραγωγή της 
συγκεκριµένης παρτίδας, ο υπεύθυνος παραγωγής της εταιρείας ΒΙΟΤΡΟΦΕΣ 
αποφάσισε να αναµείξει µια εισαγόµενη πλούσια σε θρεπτικά υλικά τροφή, µε 
ιχθυάλευρο και δηµητριακά, ώστε να µειώσει το κόστος, ικανοποιώντας όµως τις 
ελάχιστες διαιτητικές απαιτήσεις του πελάτη οε περιεκτικότητα πρωτεϊνών και 
υδατανθράκων.
Η εισαγόµενη τροφή έχει περιεκτικότητα 40% σε πρωτεΐνες και 40% σε υδατάνθρακες, 
και κοστίζει 1 ευρώ το κιλό. Το ιχθυάλευρο έχει περιεκτικότητα 25% πρωτεΐνες και 20% 
υδατάνθρακες και κοστίζει 0,7 ευρώ το κιλό, ενώ τα δηµητριακά µε περιεκτικότητα 20% 
και 40%, αντίστοιχα σε πρωτεΐνες και υδατάνθρακες έχουν κόστος 0,8 ευρώ το κιλό.

Το ζητούµενο είναι να προσδιορισθούν οι ποσότητες που θα πρέπει να αναµείξει ο 
υπεύθυνος παραγωγής ώστε να επιτύχει το µικρότερο δυνατό κόστος, ικανοποιώντας 
ταυτόχρονα τις ελάχιστες απαιτήσεις του πελάτη σε θρεπτικά υλικά.



Το παραπάνω πρόβληµα µπορεί να διατυπωθεί ως πρόβληµα Γραµµικού 
Προγραµµατισµού ως εξής:

Μεταβλητές του Προβλήµατος:
•Ο υπεύθυνος παραγωγής πρέπει να προσδιορίσει τις ποσότητες από κάθε υλικό που 
θα πρέπει να αναµείξει

•Ορίζουµε τις µεταβλητές: 

•Χ1 = Ποσότητα (σε χιλιόγραµµα) Εισαγόµενης Τροφής
•Χ2 = Ποσότητα (σε χιλιόγραµµα) Ιχθυάλευρου 
•Χ3 = Ποσότητα (σε χιλιόγραµµα) ∆ηµητριακών



�Στόχος του υπευθύνου παραγωγής είναι η ελαχιστοποίηση του κόστους 
παραγωγής των 1000 κιλών ζωοτροφής

•Με βάση τις τιµές ανά κιλό των ποσοτήτων Χ1, Χ2 και Χ3

• το συνολικό κόστος των 1000 κιλών της τροφής είναι 1Χ1 + 0,7X2 + 0,8X3

•Η αντικειµενική συνάρτηση διατυπώνεται ως:

Ελαχιστοποίηση Κόστους: 1Χ1 + 0,7X2 + 0,8X3

Αντικειµενική Συνάρτηση

Περιορισµοί

•Η συνολική ποσότητα ζωοτροφής που θα παρασκευαστεί πρέπει να είναι 1000 κιλά

Εποµένως:
•Συνολική ποσότητα παραγωγής: Χ1 + Χ2 + Χ3 = 1000

•Η συνολική ποσότητα πρωτεϊνών που θα περιέχεται στη ζωοτροφή πρέπει να αποτελεί 
τουλάχιστον το 30% της συνολικής ποσότητας της τροφής

•Αφού θα παραχθούν ακριβώς 1000 κιλά ζωοτροφής, η ποσότητα των πρωτεϊνών θα 

πρέπει να είναι τουλάχιστον 300 κιλά



•Κάθε κιλό εισαγοµένης τροφής περιέχει 40% πρωτεΐνες, εποµένως τα Χ1 κιλά 

που θα χρησιµοποιηθούν περιέχουν 0,40Χ1 κιλά πρωτεϊνών

• αν λάβουµε υπόψη τις αντίστοιχες περιεκτικότητες σε πρωτεΐνες του 

ιχθυάλευρου και των δηµητριακών από τον πίνακα, έχουµε:

•πρωτεΐνες σε Χ2 κιλά ιχθυάλευρου = 0,25X2

•πρωτεΐνες σε Χ3 κιλά δηµητριακών = 0,20X3

•Εποµένως, η συνολική ποσότητα πρωτεϊνών που θα περιέχεται στο 

µείγµα θα είναι 0,40Χ1 + 0,25X2 + 0,20Χ3 κιλά

•Η µαθηµατική διατύπωση του περιορισµού είναι:

Περιεκτικότητα σε Πρωτεΐνες (Kgr):  0,40Χ1 + 0,25Χ2 + 0,20Χ3 ≥ 300

Περιεκτικότητα σε Υδατάνθρακες (Kgr): 0,40Χ1 + 0,20Χ2 + 0,40Χ3 ≥ 400

Περιορισµοί



Το µαθηµατικό µοντέλο ΓΠ του προβλήµατος 



�Οι περιορισµοί του προβλήµατος ΒΙΟΤΡΟΦΕΣ είναι διαφορετικού τύπου από τους 

αντίστοιχους του παραδείγµατος της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ

• o πρώτος περιορισµός είναι περιορισµός ισότητας

• οι δύο τελευταίοι περιορισµοί είναι τύπου πλεονασµού ≥  (µεγαλύτερου ή ίσου), 

θέτουν δηλαδή ένα ελάχιστο όριο που πρέπει να ικανοποιεί η λύση του 

προβλήµατος

Μεταβλητές πλεονασµού σε περιορισµούς τύπου ≥

Το δεξιό µέλος των περιορισµών

Αλγεβρικά κάθε περιορισµός τύπου ≥ µπορεί να µετατραπεί σε περιορισµό τύπου 

≤ πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της ανισότητας µε -1. Η µετατροπή αυτή 

δεν είναι δυνατό να γίνει στην εφαρµογή της µεθόδου Simplex.

Η εφαρµογή τhς µεθόδου Simplex απαιτεί να υπάρχουν θετικές ποσότητες στο 

δεξιό µέλος κάθε περιορισµού (οι τιµές των δεξιών µελών των περιορισµών 

δίνουν τη λύση στον αρχικό πίνακα Simplex, και ότι οι εφικτές λύσεις είναι µη 

αρνητικές)



�Ας θεωρήσουµε τον περιορισµό των πρωτεϊνών

•Η ποσότητα πρωτεϊνών που θα περιέχεται στο µείγµα θα είναι είτε ακριβώς 300 κιλά ή 

περισσότερη

•Έστω S2 η ποσότητα πρωτεϊνών που υπερβαίνει το ελάχιστο όριο των 300 κιλών 
(πλεονάζουσα ποσότητα)

•Αν η ποσότητα αυτή αφαιρεθεί από το αριστερό µέλος της ανισότητας, τότε θα 

έχουµε ακριβώς 300 κιλά πρωτεϊνών

Όπως συνέβη και µε τον ορισµό µεταβλητών περιθωρίου στις ανισότητες τύπου ≤ που 

προστίθενται στο αριστερό µέλος της ανισότητας, για περιορισµούς ανισοτήτων τύπου ≥
ορίζουµε µεταβλητές πλεονασµού οι οποίες αφαιρούνται από το αριστερό µέλος της 

ανισότητας για να µετατραπεί αυτή σε ισότητα

•Με τη χρήση της µεταβλητής πλεονασµού, η δεύτερη ανισότητα µετατρέπεται σε:

0,40Χ1 + 0,25Χ2 + 0,20Χ3 - S2 = 300



�Η έννοια της µεταβλητής πλεονασµού είναι αντίστοιχη µε αυτή που 
εξηγήθηκε στους περιορισµούς τύπου ≤

•αν η τιµή της S2 είναι µηδενική, τότε η ποσότητα πρωτεϊνών είναι αυτή 
που ορίζεται από τον περιορισµό, δηλαδή η ελάχιστη επιτρεπόµενη

•αν αντίθετα είναι θετική, τότε στο συνολικό µείγµα της τροφής υπάρχει 
πλεόνασµα πρωτεϊνών, δηλαδή ποσότητα µεγαλύτερη από τα 300 κιλά 
όπως ορίζεται από τις ελάχιστες διατροφικές απαιτήσεις που πρέπει να 
ικανοποιούνται

•αν συµβολίσουµε µε S3 την πλεονάζουσα ποσότητα υδατανθράκων που 
µπορεί να περιέχεται στα 1000 κιλά της τροφής (πάνω από το ελάχιστο 
όριο των 400 κιλών), ο τρίτος περιορισµός του προβλήµατος 
διαµορφώνεται σε:

0,40Χ1 + 0,20Χ2 + 0,40Χ3 - S3 = 400

Η έννοια της µεταβλητής πλεονασµού



Η διατύπωση του προβλήµατος ΒΙΟΤΡΟΦΕΣ σε κανονική 
µορφή ΓΠ, µε τη χρήση των µεταβλητών πλεονασµού

�Σε περιορισµούς του τύπου -µεγαλύτερο ή ίσο- οι µεταβλητές πλεονασµού εκφράζουν 
τις ποσότητες που είναι πέραν των ελάχιστων απαιτήσεων των περιορισµών



Η µεθοδολογία της µεθόδου Simplex που αναπτύξαµε στις προηγούµενες ενότητες, 
βασίζεται σε µια επαναληπτική µέθοδο αναζήτησης τής βέλτιστης λύσης

Ως αρχική λύση εκκίνησης της µεθόδου Simplex θεωρήσαµε την απλούστερη λύση 
που προέκυπτε όταν θέτουµε όλες τις αρχικές µεταβλητές του προβλήµατος (Χ1, 
Χ2, Χ3) ίσες µε µηδέν

•Αν και σε αυτό το πρόβληµα ακολουθηθεί η ίδια προσέγγιση και θέσουµε Χ1 =0, 
Χ2 = 0 και Χ3 = 0, διαπιστώνουµε ότι υπάρχουν τεχνικά προβλήµατα
•Καταρχήν ο πρώτος περιορισµός είναι αδύνατος διότι προκύπτει το αποτέλεσµα 0 
= 1000
Αυτό συµβαίνει διότι ο πρώτος περιορισµός στην αρχική του µορφή ήταν ένας 
περιορισµός ισότητας και εποµένως, δεν χρησιµοποιήθηκε µεταβλητή περιθωρίου 
ή µεταβλητή πλεονασµού.

Στους δύο επόµενους περιορισµούς προκύπτουν οι λύσεις S2 = -300 και S3 = -400, 
οι οποίες δεν είναι αποδεκτές διότι έχουν αρνητικές τιµές

Τεχνητές (µη πραγµατικές) Μεταβλητές



�Για να ξεπερασθεί το πρόβληµα αυτό και να µπορέσουµε να έχουµε µία 

αρχική εφικτή λύση για τη µέθοδο Simplex, ώστε να ακολουθηθεί η 

διαδικασία µε τον τρόπο που εφαρµόστηκε στα προβλήµατα όπου όλοι οι 

περιορισµοί ήταν του τύπου ≤, κάνουµε το εξής τέχνασµα:

�Για κάθε περιορισµό ο οποίος είναι είτε ισότητα είτε ανισότητα τύπου ≥, 

εισάγουµε µία τεχνητή µεταβλητή

�π.χ, ο πρώτος περιορισµός µε την εισαγωγή µιας τεχνητής 

µεταβλητής θα γραφτεί ως εξής: Χ1+Χ2 +Χ3 + Α1 =1000

•Η Α1 είναι µια τεχνητή µεταβλητή 

•Τι σηµαίνει αυτό; ∆εν υπάρχει φυσική ερµηνεία της µεταβλητής αυτής όπως 

υπάρχει για τις αρχικές µεταβλητές Χ1, Χ2, Χ3 και για τις µεταβλητές 

πλεονασµού S2 και S3



•∆εύτερον, εφόσον η Α1 δεν αντιπροσωπεύει καµία φυσική ποσότητα, η 

τιµή της θα πρέπει τελικά να είναι 0

• Πώς µπορεί να υποχρεώσουµε την Α1 να λάβει την τιµή µηδέν µέσα 

από τη διαδικασία Simplex; 

•αν θεωρήσουµε ότι το αντίστοιχο κόστος της µεταβλητής Α1 είναι 

πάρα πολύ µεγάλο, και εποµένως εφόσον στόχος είναι η 

ελαχιστοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης, η διαδικασία 

Simplex θα οδηγήσει από µόνη της την τιµή της Α1 στο µηδέν. 

•συµβολικά θα θεωρήσουµε ότι το κόστος κάθε µονάδος της 

τεχνητής µεταβλητής Α1, όπως και κάθε τεχνητής µεταβλητής, είναι 

ίσο µε Μ (όπου Μ ένας "πολύ µεγάλος" αριθµός)



Το πρόβληµα ΒΙΟΤΡΟΦΕΣ σε κανονική µορφή ΓΠ µετά την 
εισαγωγή των τεχνητών µεταβλητών στους περιορισµούς του 

προβλήµατος και στην αντικειµενική συνάρτηση

Ο πρώτος πίνακας Simplex για το πρόβληµα αυτό είναι ο Πίνακας Ε.1

•οι βασικές µεταβλητές στον αρχικό πίνακα Simplex είναι οι τεχνητές µεταβλητές. 

•οι τιµές όλων των άλλων µεταβλητών στον αρχικό πίνακα είναι µηδέν



Πίνακας Ε.1

•Η λύση που αντιστοιχεί στον πρώτο αυτό πίνακα είναι Α1=1000, 
Α2=300 και Α3=400

•Το κόστος αυτής της λύσης είναι 1700Μ.



•Η σειρά Ζj δηλώνει τη µείωση της τιµής της αντικειµενικής συνάρτησης όταν 
µία µη βασική µεταβλητή αυξηθεί κατά µία µονάδα

π.χ στήλη Χ1:
• Αν η τιµή της Χ1 αυξηθεί κατά µία µονάδα, οι τιµές των Α1, Α2 και Α3 θα µειωθούν κατά 
1, 0,4 και 0,4 µονάδες αντίστοιχα
• Επειδή οι συντελεστές κόστους των Α1, Α2 και Α3 έχουν όλοι την τιµή Μ, η συνολική 
µείωση κόστους όταν η Χ1 αυξηθεί κατά 1 µονάδα είναι 1Μ+0,4Μ+0,4Μ = 1,8Μ, όπως 
παρατηρούµε στη σειρά Ζj για τη µεταβλητή Χ1.

•Εποµένως, στη σειρά Cj - Ζj η τιµή της Χ1 µεταβλητής θα είναι η διαφορά της τιµής της 
C1(1) µείον την τιµή της Ζ1 (1,8Μ)

• Αν η Χ1 αυξηθεί κατά µία µονάδα, τότε το κόστος θα αυξηθεί κατά 1 - 1,8Μ. 

•Επειδή ο Μ είναι ένας πολύ µεγάλος αριθµός η ποσότητα 1 - 1,8Μ είναι αρνητικός 
αριθµός, το οποίο σηµαίνει ότι αύξηση της Χ1 κατά 1 µονάδα θα έχει ως αποτέλεσµα τη 
µείωση του κόστους
•
•Το ίδιο συµβαίνει και µε τις τιµές των µεταβλητών Χ2 και Χ3 στη σειρά Cj - Ζj

•(βλέπε Πίνακα Ε.1). Μεταξύ όλων αυτών των αρνητικών τιµών η µικρότερη είναι αυτή 
που έχει το µικρότερο αρνητικό συντελεστή του Μ, δηλαδή η τιµή που αντιστοιχεί στην 
Χ1



�Η επιλογή της µεταβλητής που θα συµπεριληφθεί στη βάση στα προβλήµατα 
ελαχιστοποίησα γίνεται µε παρόµοιο τρόπο

�Από τη σειρά Cj - Ζj επιλέγουµε τη µεταβλητή εκείνη µε τη µικρότερη (αρνητική 
τιµή Cj - Ζj )

�Η επιλογή αυτής της µεταβλητής θα έχει σαν αποτέλεσµα τη µεγαλύτερη µείωση 
του κόστους της αντικειµενικής συνάρτησης

�Στον αρχικό πίνακα Simplex (ΠίνακαςE.1) η µεταβλητή µε το µικρότερη τιµή στη 
σειρά Cj - Ζj είναι η Χ1, διότι έχει το µικρότερο αρνητικό συντελεστή του Μ.

Η επιλογή της βασικής µεταβλητής που θα αντικατασταθεί από τη Χ1
πραγµατοποιείται µε τους κανόνες του βήµατος 3 της µεθόδου Simplex, όπως και 
στο παράδειγµα της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ

�Επιλέγεται, δηλαδή, η µεταβλητή µε το µικρότερο πηλίκο τιµών της στήλης Β1
προς τις τιµές της οδηγού στήλης (στην προκειµένη περίπτωση της Χ1)

�Στο συγκεκριµένο παράδειγµα η µεταβλητή που αντικαθίσταται είναι η Α2

Επιλογή της µεταβλητής που θα συµπεριληφθεί στη 
βάση



Ο νέος πίνακας Simplex που προκύπτει µετά την 
αντικατάσταση

�Επειδή η τεχνητή µεταβλητή Α2 δεν συµπεριλαµβάνεται στη βάση µετά την 
αντικατάσταση της µε τη Χ1, και δεν υπάρχει περίπτωση να επανέλθει λόγω του µεγάλου 
συντελεστή κόστους (Μ), δεν είναι ανάγκη να συνεχίσουµε µε τους υπολογισµούς των 
τιµών για τη στήλη της Α2, ή για οποιαδήποτε άλλη στήλη τεχνητής µεταβλητής που δεν 
περιλαµβάνεται στις βασικές µεταβλητές

Πίνακας Ε.2



•Στο δεύτερο πίνακα Simplex E.2 παρατηρούµε ότι οι µεταβλητές Χ2, Χ3 και S2, 
έχουν αρνητικές τιµές στη σειρά Cj - Ζj και επιλέγουµε τη µεταβλητή S2 διότι έχει 
το µικρότερο αρνητικό συντελεστή του Μ
•Η µεταβλητή S2 θα αντικαταστήσει την Α3. 
•Ο πίνακας που προκύπτει είναι ο τρίτος πίνακας Simplex (πίνακας Ε.3).

Επιλογή της βασικής µεταβλητής που "φεύγει" από τη βάση
•Οι βασικές µεταβλητές µε αρνητική τιµή στην οδηγό στήλη δεν λαµβάνονται υπ' όψη 
στη επιλογή της βασικής µεταβλητής που θα αντικατασταθεί
•Έτσι στον πίνακα Ε.2 δεν υπολογίζεται το πηλίκο της δεύτερης σειράς (µεταβλητή Χ1), 
διότι η αντίστοιχη τιµή στην οδηγό στήλη είναι -2,5. Η εξήγηση για τον παραπάνω 
κανόνα προκύπτει από την ερµηνεία των συντελεστών µετατροπής
•Εφόσον η τιµή της οδηγού στήλης (συντελεστής µετατροπής) είναι αρνητική, κάθε 
αύξηση στη µεταβλητή που επιλέχθηκε για να γίνει βασική (S2 στον πίνακα Ε.2) αυξάνει 
επίσης και την τιµή της βασικής µεταβλητής (Χ1). Εποµένως, δεν τίθεται θέµα άνω ορίου 
στην τιµή που µπορεί να πάρει η µεταβλητή που εισέρχεται στη βάση
•Αν δύο ή περισσότερα πηλίκα τιµών είναι ίσα, τότε επιλέγεται µία από τις αντίστοιχες 
µεταβλητές αυθαίρετα
•Στον πίνακα Ε.2 τα πηλίκα που αντιστοιχούν στις µεταβλητές Α1 και Α3 είναι ίσα και 
επιλεγούµε αυθαίρετα την Α3 για να φύγει από τη βάση
•Σε αυτή την περίπτωση, οι τιµές των άλλων βασικών µεταβλητών µε τα ίδια πηλίκα 
στον επόµενο πίνακα Simplex θα είναι µηδενικές (βλέπε τιµή της Α1 στον πίνακα E.3)



(Πίνακας Ε.3) 3ος Πίνακας Simplex

•Στον τρίτο πίνακα Simplex E.3 παρατηρούµε ότι δύο µεταβλητές, οι Χ3 και S3, έχουν 
αρνητικές τιµές στη σειρά Cj – Ζj

• Επιλέγουµε τη µεταβλητή S3 διότι έχει το µικρότερο αρνητικό συντελεστή του Μ

•Στην οδηγό στήλη υπάρχει µόνο ένα θετικό στοιχείο αυτό της Α1. 

•Εποµένως, η µεταβλητή S3 θα αντικαταστήσει την Α1

•Ο πίνακας που προκύπτει είναι ο τέταρτος πίνακας Simplex (πίνακας E.4)



(Πίνακας Ε.4) 4ος πίνακας Simplex

•Στον τέταρτο πίνακα Simplex δεν υπάρχουν πλέον τεχνητές µεταβλητές

•Οι αρνητικές τιµές στη σειρά Cj – Ζj δηλώνουν ότι η τρέχουσα λύση δεν είναι βέλτιστη

•Σύµφωνα µε τους κανόνες αντικατάστασης βασικών µε µη βασικές µεταβλητές, η 
µεταβλητή Χ2 είναι αυτή που εισέρχεται στη βάση στη θέση της S3

(Πίνακας Ε.5) 5ος πίνακας Simplex



•Στον πέµπτο πίνακα Simplex υπάρχει µία αρνητική τιµή στη σειρά Cj – Ζj
αυτή που αντιστοιχεί στη µεταβλητή Χ3. 

•Έτσι η µεταβλητή Χ3 εισέρχεται στη βάση και αντικαθιστά τη µεταβλητή S2, 
όπως φαίνεται στον πίνακα Ε.5

• Ο  έκτος και τελικός πίνακας Simplex της ΒΙΟΤΡΟΦΕΣ δίνεται στον πίνακα 
Ε.6 

Πίνακας Ε.6 





�Σε µερικές περιπτώσεις, ένα πρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού 
είναι δυνατό να µην έχει εφικτές λύσεις, δηλαδή το πρόβληµα να είναι 
αδύνατο να επιλυθεί

�Η αδυναµία επίλυσης ενός προβλήµατος ΓΠ µπορεί να οφείλεται σε 
δύο λόγους:

�Πρώτο, διότι όντως µπορεί να µην υπάρχει εφικτή λύση στο πρόβληµα 
που να ικανοποιεί όλους τους περιορισµούς. ∆ηλαδή οι απαιτήσει που 
διατυπώνονται µέσω των περιορισµών είναι αντικρουόµενες και δεν 
µπορούν να ικανοποιούνται όλες ταυτόχρονα. Σε αυτή την περίπτωση

εξετάζουµε τη δυνατότητα "χαλάρωσης" κάποιων περιορισµών, εφόσον 
βέβαια αυτό είναι δυνατόν

� Ένας δεύτερος λόγος που µπορεί να οδηγήσει σε πρόβληµα  
Γραµµικού Προγραµµατισµού που να µην έχει λύση, είναι η λανθασµένη 
διατύπωση είτε των περιορισµών του προβλήµατος είτε των δεδοµένων 
του

Προβλήµατα µε Μη Εφικτές Λύσεις



Ας θεωρήσουµε το παράδειγµα της επιχείρησης ζωοτροφών ΒΙΟΤΡΟΦΕΣ 
της προηγούµενης ενότητας, και ας υποθέσουµε ότι οι απαιτήσεις του 
πελάτη για πρωτεΐνες και υδατάνθρακες στο παραγόµενο µείγµα ήταν 30% 
και 50% αντίστοιχα.

Αν θυµηθούµε τα δεδοµένα του προβλήµατος:

τα τρία συστατικά που επρόκειτο να αναµειχθούν ήταν:
•εισαγόµενη τροφή µε περιεκτικότητα 40% σε πρωτεΐνες και 40% σε 
υδατάνθρακες

•ιχθυάλευρο µε περιεκτικότητα 25% πρωτεΐνες και 20% υδατάνθρακες 
•δηµητριακά µε περιεκτικότητα 20% και 40% αντίστοιχα σε πρωτεΐνες και 
υδατάνθρακες.

Είναι προφανές ότι µε οποιοδήποτε τρόπο και σε οποιαδήποτε αναλογία 
αναµειχθούν τα τρία αυτά συστατικά, το µείγµα δεν είναι δυνατό να έχει 
περιεκτικότητα 50% σε υδατάνθρακες, αφού όλα τα συστατικά έχουν 
αντίστοιχη περιεκτικότητα το πολύ 40%.

�Εποµένως, το ζητούµενο είναι αδύνατο

Παράδειγµα προβλήµατος ΓΠ µε µη εφικτές λύσεις



�Η διατύπωση του προβλήµατος της ΒΙΟΤΡΟΦΕΣ µε αυξηµένες 
απαιτήσεις σε περιεκτικότητα υδατανθράκων σε µοντέλο ΓΠ είναι ίδια 
µε αυτή που διατυπώθηκε στην προηγούµενη ενότητα, µε µόνη 
διαφορά την αύξηση της ποσότητας του δεξιού µέλους του 
περιορισµού των υδατανθράκων από 400 σε 500



Αφού προσθέσουµε τις µεταβλητές πλεονασµού και τις τεχνητές µεταβλητές 
ο πρώτος πίνακας Simplex για το πρόβληµα αυτό διαµορφώνεται 
ακολούθως:

Αρχικός πίνακας Simplex - µη εφικτές λύσεις

Στον αρχικό πίνακα Simplex η µεταβλητή µε τη µικρότερη τιµή στη σειρά Cj – Ζj είναι η 
Χ1, διότι έχει το µικρότερο αρνητικό συντελεστή του Μ

�Η βασική µεταβλητή που θα αντικατασταθεί από τη Χ1 είναι η Α2 και ο επόµενος 
πίνακας Simplex δίνεται στον επόµενο πίνακα (2ος πίνακας Simplex )



�(2ος πίνακας Simplex )

Στο δεύτερο πίνακα Simplex παρατηρούµε ότι οι µεταβλητές Χ2, Χ3 και S2, έχουν 

αρνητικές τιµές στη σειρά Cj – Ζj και επιλέγουµε τη µεταβλητή S2 για τη βάση, διότι έχει 

το µικρότερο αρνητικό συντελεστή του Μ

•Η µεταβλητή που αντικαθίσταται από τη S2 είναι η Α3, διότι έχει το µικρότερο πηλίκο 
τιµών της Βi προς τις τιµές της οδηγού στήλης

•Ο πίνακας που προκύπτει είναι ο τρίτος πίνακας Simplex



•3ος πίνακας Simplex

Εκτελώντας ένα ακόµα βήµα του αλγορίθµου  Simplex µε αντικατάσταση της 
µεταβλητής S2 από τη Χ3 που είναι η µόνη µε αρνητικό συντελεστή στη σειρά      
Cj – Ζj (η ποσότητα -1+2Μ είναι θετική επειδή το Μ συµβολίζει έναν πολύ µεγάλο θετικό
αριθµό), παίρνουµε τον 4o πίνακα:



�Όπως παρατηρούµε στον 4ο πίνακα, όλα τα στοιχεία της σειράς Cj – Ζj είναι 

µη αρνητικά, εποµένως ο 4ος πίνακας ικανοποιεί τη συνθήκη βελτιστοποίησης της 

αντικειµενικήw συνάρτησης

�Η υποτιθέµενη όµως βέλτιστη λύση περιλαµβάνει και τεχνητές µεταβλητές, 

συγκεκριµένα την Α3, η οποία δεν έχει καµία φυσική ερµηνεία

Είναι η λύση που προέκυψε βέλτιστη;

�Η απάντηση είναι όχι

�Από µαθηµατικής πλευράς, τα βήµατα του αλγόριθµου Simplex έχουν ολοκληρωθεί

� Αν δούµε όµως προσεκτικά τη λύση που δίνει ο τέταρτος και τελικός πίνακας Simplex

θα διαπιστώσουµε ότι µία από τις τεχνητές µεταβλητές, η Α3 συγκεκριµένα, παραµένει 

στη βάση, και έχει τιµή 100

�Η συγκεκριµένη µεταβλητή, όπως και όλες οι τεχνητές µεταβλητές, έπρεπε να έχει τιµή 

µηδέν, διότι όπως έχουµε εξηγήσει, δεν έχει καµία φυσική ερµηνεία και έχει 

χρησιµοποιηθεί προσωρινά για να διευκολυνθεί η δηµιουργία του πρώτου πίνακα 

Simplex
∆ιαπίστωση Μη - Εφικτών Λύσεων

�Eφόσον υπάρχει µία τουλάχιστον τεχνητή µεταβλητή µε µη µηδενική τιµή στον τελικό 
πίνακα, ο αλγόριθµος Simplex κατέληξε σε µία τελική λϋση η οποία δεν είναι καν εφικτή



•Η βέλτιστη λύση σε ένα πρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού 

προσδιορίζεται από τις τιµές των βασικών µεταβλητών στον τελικό πίνακα 

Simplex

•Στα προβλήµατα που εξετάσαµε έως τώρα, ο τελικός πίνακας Simplex έδινε 

είτε µία και µοναδική βέλτιστη λύση ή καµία λύση 

•Υπάρχει όµως περίπτωση σε κάποια προβλήµατα ΓΠ να έχουµε περισσότερες 

από µία βέλτιστες λύσεις

•∆ηλαδή, µε διαφορετικές τιµές των µεταβλητών του προβλήµατος να 

έχουµε την ίδια βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης

Προβλήµατα µε Πολλαπλές Βέλτιστες Λύσεις



•Ας υποθέσουµε ότι το κέρδος της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ για τα τραπέζια και τις καρέκλες που 
κατασκευάζει είναι 140 και 105 ευρώ αντίστοιχα (αντί των αρχικών τιµών 140 και 100 
ευρώ)
•Ας υποθέσουµε επίσης, ότι οι συντελεστές παραγωγής παραµένουν ίδιοι σε όλα τα 
τµήµατα ξυλουργείου, Βαφείου και Στιλβωτηρίου

•Ο τελικός πίνακας Simplex του προβλήµατος της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ ήταν:

Παράδειγµα προβλήµατος ΓΠ µε πολλαπλές βέλτιστες λύσεις



�Η αλλαγή του συντελεστή κέρδους της µεταβλητής Χ2 από 100 σε 
105 θα οδηγήσει στις εξής αλλαγές στους υπολογισµούς της σειράς 
Ζj



•Σε κάθε πίνακα Simplex οι τιµές της σειράς Cj – Ζj που αντιστοιχούν στις βασικές 
µεταβλητές είναι πάντα µηδενικές

•Στο συγκεκριµένο τελικό πίνακα Simplex παρατηρούµε όµως ότι υπάρχουν και µη 
βασικές µεταβλητές, οι οποίες στη σειρά Cj – Ζj έχουν τιµή ίση µε µηδέν, όπως για 
παράδειγµα η µεταβλητή S2

•Οι τιµές της σειράς Cj – Ζj δηλώνουν την καθαρή µεταβολή στην τιµή της 
αντικειµενικής συνάρτησης όταν η συγκεκριµένη µεταβλητή αυξηθεί κατά µία µονάδα

•Αν η S2 αυξηθεί κατά µία µονάδα, η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης θα 
παραµείνει αµετάβλητη στα 14700

•∆ηλαδή θα έχουµε µια άλλη λύση που θα δίνει την ίδια βέλτιστη τιµή της 
αντικειµενικής συνάρτησης

•Εποµένως, θα µπορούσαµε να επιλέξουµε την S2 ως τη νέα βασική µεταβλητή στον 
πίνακα Simplex, χωρίς να µεταβληθεί η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης, η οποία 
θα παραµείνει στο βέλτιστο επίπεδο

•Σε αυτή την περίπτωση η µεταβλητή που θα αντικατασταθεί είναι η Sι, διότι έχει 
το µικρότερο πηλίκο τιµών της Βi προς την οδηγό στήλη

∆ιαπίστωση Μη-Μοναδικής Βέλτιστης Λύσης



προκύπτει ο πίνακας Simplex:

�Και αυτός και ο αµέσως προηγούµενος πίνακας αντιστοιχούν σε βέλτιστες λύσεις του 
προβλήµατος της ΕΠΙΠΛΟΞΥΛ µε συντελεστές κέρδους για τραπέζια και καρέκλες 140 
και 105 αντίστοιχα



Σύγκριση δύο βέλτιστων 
λύσεων



•Όταν ένα πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού έχει περισσότερες από µία 
βέλτιστες λύσεις, τότε έχει άπειρες βέλτιστες λύσεις

•Κάθε γραµµικός συνδυασµός των δύο ή περισσότερων λύσεων είναι επίσης 
βέλτιστη λύση

•Το σχήµα που ακολουθεί εξηγεί τι συµβαίνει στην περίπτωση που υπάρχουν 
δύο ή περισσότερα ακραία σηµεία µε την ίδια βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής 
συνάρτησης

• Η ευθεία της αντικειµενικής συνάρτησης είναι παράλληλη µε τον περιορισµό 
που ορίζεται από τα δύο βέλτιστα σηµεία (σηµεία Β και Γ στο σχήµα)

•κάθε σηµείο µεταξύ του σηµείου Β και του σηµείου Γ δίνει την ίδια τιµή (τη 
βέλτιστη) στην αντικειµενική συνάρτηση

Πολλαπλές Βέλτιστες Λύσεις



•Οι λύσεις που αντιστοιχούν στα σηµεία µεταξύ των ακραίων σηµείων Β και Γ 

υπολογίζονται ως γραµµικοί συνδυασµοί των δύο ακραίων σηµείων:
Τραπέζια: Χ1 = 90λ + 60(1-λ)   Καρέκλες: Χ2 = 20λ + 60(1-λ),     0< λ< 1

•Για παράδειγµα για λ=0,5, η λύση Χ1=75 (τραπέζια) και Χ2=40 (καρέκλες) δίνει την ίδια 

τιµή του βέλτιστου κέρδους, το ίδιο και η Χ1=66 και Χ2=52 (λ=0,2) κ.ο.κ.



� Η αρχική τους εφαρµογή, όπως δηλώνει και η ονοµασία τους, αφορούσε τον 

καθορισµό του βέλτιστου τρόπου µεταφοράς αγαθών από διαφορετικά σηµεία 

παραγωγής ή κεντρικής αποθήκευσης (π.χ., εργοστάσια) σε κέντρα διανοµής που 
είναι εγκατεστηµένα σε άλλα γεωγραφικά σηµεία

�Το αντικείµενο των προβληµάτων µεταφοράς είναι ο προσδιορισµός των 
ποσοτήτων που θα µεταφερθούν από τις τοποθεσίες στις οποίες βρίσκονται 

(πηγές) σε ένα σύνολο προορισµών µε τέτοιο τρόπο ώστε να επιτυγχάνεται η 

κάλυψη της ζήτησης σε κάθε προορισµό µε ελαχιστοποίηση του κόστους 
µεταφοράς

�Όπως και στη µέθοδο Simplex, η γενική προσέγγιση του προβλήµατος είναι η ίδια

�Ξεκινώντας από µία εφικτή λύση του προβλήµατος, µέσω ενός επαναληπτικού 

αλγορίθµου τη βελτιώνουµε σε κάθε βήµα έως ότου επιτύχουµε στη βέλτιστη λύση

� Σε αντίθεση µε τη µέθοδο Simplex, οι αλγεβρικοί υπολογισµοί σε ένα πρόβληµα 

µεταφοράς είναι απλούστεροι

ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ



•Η επιχείρηση παραγωγής πλακιδίων µπάνιου ΛΟΥΤΡΟΦΙΝ παράγει τα προϊόντα 
της σε τρία εργοστάσια που βρίσκονται στις πόλεις: 

•Πάτρα, Βόλο και Θεσσαλονίκη

•Η διανοµή των προϊόντων της στην υπόλοιπη χώρα γίνεται µέσω 4 κεντρικών 
αποθηκών που βρίσκονται στην Αθήνα, Ηράκλειο, Λάρισα και Ιωάννινα

Παράδειγµα ΛΟΥΤΡΟΦΙΝ



•Ο µηνιαίος προγραµµατισµός παραγωγής και πωλήσεων σε κάθε 
εργοστάσιο και κάθε κέντρο διανοµής δίνεται στον πίνακα Μ.1 που 
ακολουθεί:

•Επειδή το κόστος παραγωγής της ΛΟΥΤΡΟΦΙΝ είναι το ίδιο σε όλα τα εργοστάσια, 
στόχος της εταιρείας είναι η ελαχιστοποίηση του κόστους µεταφοράς των 
προϊόντων από τα εργοστάσια στα κέντρα διανοµής

•Το κόστος µεταφοράς από κάθε εργοστάσιο σε κάθε κέντρο διανοµής είναι ανάλογο του 
µεταφερόµενου φορτίου και δίνεται στον παρακάτω πίνακα πίνακα 

• Οι γραµµές του οποίου αντιστοιχούν στα 3 εργοστάσια από τα οποία θα µεταφερθούν 
τα προϊόντα, µε τη διαθέσιµη ποσότητα σε κάθε εργοστάσιο να αναγράφεται στην 
τελευταία στήλη του πίνακα, και οι στήλες του, στα κέντρα διανοµής (αποθήκες) όπου η 
ζητούµενη ποσότητα σε κάθε κέντρο διανοµής δίνεται στην τελευταία γραµµή του πίνακα

• Κάθε κελί του πίνακα αντιστοιχεί σε µία από τις 12 πιθανές διαδροµές (εργοστάσιο -
κέντρο διανοµής) µε το αντίστοιχο κόστος µεταφοράς ανά µεταφερόµενη µονάδα 
προϊόντος να σηµειώνεται στο πάνω δεξί άκρο του αντίστοιχου κελιού



�Το πρόβληµα της επιχείρησης είναι να προσδιορισθεί από ποιο 
εργοστάσιο ή εργοστάσια θα εξυπηρετηθεί κάθε κέντρο διανοµής και τι 
ποσότητες θα µεταφερθούν έτσι ώστε το συνολικό κόστος µεταφοράς να 
είναι το µικρότερο δυνατό

Πίνακας προβλήµατος µεταφοράς



�Στη γενική περίπτωση των προβληµάτων µεταφοράς υπάρχουν m "πηγές 
προέλευσης" (π.χ., εργοστάσια) µε συγκεκριµένη διαθέσιµη ποσότητα αγαθών 
σε κάθε µία πηγή, τα οποία πρέπει να µεταφερθούν σε n "προορισµούς" (π.χ., 
κέντρα διανοµής), ώστε να καλύψουν την αντίστοιχη ζήτηση

�Έστω λοιπόν i = 1,2,3, ... m, οι πηγές προέλευσης, σε καθεµία από τις οποίες 
υπάρχει διαθέσιµη προς µεταφορά ποσότητα Αi

�Έστω επίσης j = 1,2,3, ... n, οι προορισµοί ο καθένας από τούς οποίους 
παρουσιάζει ζήτηση για ποσότητα προϊόντων Βj αντίστοιχα

�Υποθέτουµε επίσης ότι η συνολική ζήτηση στους προορισµούς είναι ίση µε τη 
συνολική προσφορά στις πηγές, δηλαδή:

Το Πρόβληµα Μεταφοράς ως Πρόβληµα Γραµµικού 
Προγραµµατισµού



•Η παραδοχή αυτή ισχύει στην επίλυση όλων των προβληµάτων 
µεταφοράς, όταν δε δεν ισχύει, µετασχηµατίζουµε το πρόβληµα 
κατάλληλα ώστε να ισχύει (βλέπε 4.1.5).

•Το κόστος µεταφοράς µιας µονάδας προϊόντος (π.χ., τεµαχίου, τόνου 
κ.λπ.) από την πηγή i στον προορισµό j, είναι σταθερό και συµβολίζεται 
µε Cij

•Στόχος του προβλήµατος είναι να προσδιορισθούν οι ποσότητες Xij που 
θα µεταφερθούν από την πηγή i στον προορισµό j έτσι ώστε να 
ικανοποιείται η ζήτηση όλων των προορισµών και να ελαχιστοποιείται το 
κόστος µεταφοράς

•Εποµένως, η µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος έχει ως:



�Η µεταφερόµενη ποσότητα από κάθε "πηγή προέλευσης" i προς 
όλους τους προορισµούς είναι ίση µε τη διαθέσιµη ποσότητα της 
"πηγής προέλευσης" 

�Εποµένως υπάρχουν m τέτοιοι περιορισµοί για i= 1,2,3, m, οι 
οποίοι διατυπώνονται ως εξής:

�Η µεταφερόµενη ποσότητα από όλες τις "πηγές προέλευσης" i προς κάθε 
συγκεκριµένο προορισµό j πρέπει να είναι ίση µε τη ζήτηση στο συγκεκριµένο 
προορισµό

�Εποµένως, υπάρχουν n τέτοιοι περιορισµοί για j= 1,2,3, n



�Οι m+n περιορισµοί του προβλήµατος δεν είναι όλοι ανεξάρτητοι µεταξύ τους

�∆εδοµένου ότι υποθέσαµε ότι η συνολική προσφορά είναι ίση µε τη συνολική 
ζήτηση, αν γνωρίζουµε την προσφερόµενη ποσότητα σε όλες τις m "πηγές 
προέλευσης" και τη ζητούµενη ποσότητα σε n-1 "προορισµούς" τότε µπορούµε 
αλγεβρικά να υπολογίσουµε και τη ζητούµενη ποσότητα στον τελευταίο 
προορισµό αφαιρώντας από τη συνολική προσφερόµενη ποσότητα το 
άθροισµα της ζήτησης των υπολοίπων προορισµών

�Εποµένως το πλήθος των ανεξάρτητων περιορισµών του προβλήµατος είναι 
m+n-1

�Η παρατήρηση αυτή είναι ουσιαστική στον καθορισµό του µέγιστου αριθµού 
διαδροµών που χρησιµοποιούνται για να επιτευχθεί η ελαχιστοποίηση του 
κόστους

Ο αριθµός των περιορισµών του Προβλήµατος Μεταφοράς



•Στη µέθοδο Simplex του Γραµµικού Προγραµµατισµού, ο αριθµός των 
βασικών (µε µη µηδενικές τιµές) µεταβλητών σε κάθε πρόβληµα ΓΠ είναι ίσος 
µε τον αριθµό των περιορισµών του προβλήµατος

•Εποµένως, η βέλτιστη λύση ενός προβλήµατος µεταφοράς µε m "πηγές 
προέλευσης" και n "προορισµούς" δεν µπορεί να περιλαµβάνει περισσότερες 
από m+n-1 διαδροµές

Ο αριθµός των διαδροµών που χρησιµοποιούνται στη 
Βέλτιστη Λύση

�Πώς διατυπώνεται το παράδειγµα του προηγουµένου κεφαλαίου ως 
πρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού:

Μεταβλητές

•Οι µεταβλητές του προβλήµατος αντιστοιχούν στη µεταφερόµενη ποσότητα σε 
κάθε διαδροµή από κάθε εργοστάσιο σε κάθε κέντρο διανοµής

•Με 3 εργοστάσια και 4 κέντρα διανοµής υπάρχουν 12 πιθανές διαδροµές



Οι µεταβλητές του προβλήµατος



Η διατύπωση του µοντέλου ΓΠ 



�Ο πίνακας συντελεστών των µεταβλητών στην περίπτωση των 
προβληµάτων µεταφοράς έχει συγκεκριµένη χαρακτηριστική µορφή

�Αποτελείται µόνο από τα στοιχεία 0 και 1 διατεταγµένα σε 
συγκεκριµένη διάταξη

•Το πρώτο βήµα σε ένα πρόβληµα µεταφοράς είναι η παρουσίαση των στοιχείων σε 
έναν πίνακα, όπως ο πίνακας Μ.1 του παραδείγµατος της ΛΟΥΤΡΟΦΙΝ

•Το επόµενο βήµα είναι η εύρεση µιας αρχικής λύσης του προβλήµατος

Η µέθοδος της «Βορειοδυτικής Γωνίας»

Η µέθοδος της βορειοδυτικής γωνίας είναι η απλούστερη διαδικασία για την εύρεση 
µιας αρχικής λύσης σε ένα πρόβληµα µεταφοράς

Η εφαρµογή της µεθόδου ακολουθεί τους εξής απλούς κανόνες:

Εύρεση Αρχικής Λύσης στα Προβλήµατα Μεταφοράς



� Ξεκινούµε επιλέγοντας το κελί (διαδροµή) που βρίσκεται στην πάνω αριστερή
γωνία του πίνακα (εξ' ου και το όνοµα της µεθόδου) και εκχωρούµε φορτία 
στις διαδροµές µε ένα συστηµατικό τρόπο τηρώντας τους εξής απλούς 
κανόνες:

1. Σε κάθε κελί (διαδροµή) εκχωρούµε τη µέγιστη δυνατή ποσότητα, έτσι ώστε να 
µηδενιστεί η διαθέσιµη ποσότητα της αντίστοιχης γραµµής ή η ζητούµενη 
ποσότητα της αντίστοιχης στήλης

2. Συνεχίζουµε µε το επόµενο κελί της ίδιας γραµµής έως ότου εξαντληθεί 
ολόκληρη η ποσότητα της γραµµής ("πηγής")

3. Όταν εξαντληθεί η διαθέσιµη ποσότητα µίας γραµµής συνεχίζουµε µε το κελί 
της ίδιας στήλης στην επόµενη γραµµή του πίνακα

Η εφαρµογή της µεθόδου στο παράδειγµα της Λουτροφίν:

� Ξεκινούµε µε τη διαδροµή Πάτρα-Ιωάννινα

• Η Πάτρα έχει διαθέσιµη ποσότητα 350 µονάδες, ενώ τα Ιωάννινα ζητούν 
200

• Εκχωρούµε το µέγιστο φορτίο των 200 µονάδων στη διαδροµή Πάτρα-
Ιωάννινα

• Το αποτέλεσµα είναι η διαθέσιµη ποσότητα της Πάτρας να µειωθεί σε 150 
µονάδες, ενώ η ζήτηση στα Ιωάννινα έχει ικανοποιηθεί (εποµένως η
αντίστοιχη στήλη µηδενίζεται)





•Προχωρούµε στο δεύτερο κελί της πρώτης γραµµής που αντιστοιχεί στη 
διαδροµή Πάτρα-Λάρισα

•Η Πάτρα έχει τώρα διαθέσιµη ποσότητα 150 µονάδες, ενώ η ζήτηση της 
Λάρισας είναι 300 µονάδες

•Εκχωρούµε τη µέγιστη δυνατή ποσότητα των 150 µονάδων και 
εξαντλείται η διαθέσιµη ποσότητα της Πάτρας, ενώ αποµένει ζήτηση 150 
µονάδων στη Λάρισα



�Αφού η ποσότητα της Πάτρας έχει εξαντληθεί, συνεχίζουµε στην επόµενη
γραµµή στην ίδια στήλη µε το κελί που αντιστοιχεί στη διαδροµή Βόλος-Λάρισα

•Ο Βόλος έχει διαθέσιµη ποσότητα 300, ενώ η αποµένουσα ζήτηση στη
Λάρισα είναι 150
•Εκχωρούµε στη διαδροµή τη µέγιστη δυνατή ποσότητα των 150 µονάδων 
και µηδενίζεται η αποµένουσα ζήτηση της Λάρισας, ενώ υπάρχει φορτίο 
150 µονάδων διαθέσιµο στο Βόλο
•Εποµένως, συνεχίζουµε στην ίδια γραµµή



�Στη διαδροµή Βόλος-Αθήνα εκχωρούµε τη µέγιστη δυνατή 
ποσότητα των 150 µονάδων που αποµένουν στο Βόλο, και 
αποµένει ζήτηση 250 µονάδων στην Αθήνα



�Τέλος, αποµένει µόνο η γραµµή που αντιστοιχεί στη 
Θεσσαλονίκη και εκχωρούµε τις 450 διαθέσιµες µονάδες στις 
διαδροµές Θεσσαλονίκη-Αθήνα 250 και Θεσσαλονίκη-Ηράκλειο 
200, ολοκληρώνοντας τον πίνακα



�Το κόστος της αρχικής λύσης που προέκυψε από τη µέθοδο της 
Β∆ Γωνίας, µπορεί να υπολογιστεί µε απλές αλγεβρικές πράξείς:



�Η µέθοδος της Β∆ γωνίας είναι πολύ απλή στην εκτέλεση της

•Η επιλογή των διαδροµών γίνεται µε ένα µηχανιστικό τρόπο, χωρίς να λαµβάνεται υπ' 
όψη το αντίστοιχο κόστος

•Εποµένως, η αναµενόµενη ποιότητα των λύσεων που προκύπτουν (σε σχέση 
πάντα µε το πόσο προσεγγίζουν το βέλτιστο κόστος µεταφοράς) δεν είναι γενικώς 
καλή

•Παρατηρούµε ότι στο συγκεκριµένο παράδειγµα µε 3 πηγές προέλευσης και 4 
προορισµούς έχουν επιλεγεί 6 (4+3-1) διαδροµές όπως εξηγήθηκε προηγουµένως

•Αυτό επιτεύχθηκε από την εφαρµογή του κανόνα ότι σε κάθε επιλεγόµενη 
διαδροµή (κελί) εκχωρείται η µέγιστη δυνατή ποσότητα, έτσι ώστε κάθε φορά να 
µηδενίζεται η ποσότητα της γραµµής ή στήλης και έτσι µε την τελευταία εκχώρηση 
να µηδενίζονται ταυτόχρονα η τελευταία γραµµή και τελευταία στήλη

�Μια αρχική λύση µπορεί να παραχθεί επιλέγοντας κελιά (διαδροµές) µε όποιον άλλο 
τρόπο επιθυµούµε, αρκεί σε κάθε επιλογή να εκχωρείται η µέγιστη δυνατή ποσότητα 
φορτίου έτσι ώστε να µηδενίζεται η ποσότητα της αντίστοιχης γραµµής ή στήλης

�Οι µέθοδοι εύρεσης αρχικής λύσης που ακολουθούν βασίζονται στην προηγούµενη 
παρατήρηση σε συνδυασµό µε πιο "έξυπνη" επιλογή των διαδροµών, έτσι ώστε να 
δίνουν καλύτερες αρχικές λύσεις

Αρχικές λύσεις στο πρόβληµα µεταφοράς



�Είναι µια άλλη µέθοδος προσδιορισµού µιας αρχικής λύσης σε 
προβλήµατα µεταφοράς

�Στη µέθοδο του Ελάχιστου Κόστους, οι διαδροµές επιλέγονται 
λαµβάνοντας υπ' όψη το κόστος κάθε διαδροµής (από το χαµηλότερο προς 
το υψηλότερο), και εποµένως οι λύσεις που προκύπτουν αναµένεται να είναι 
γενικώς καλύτερες από τις αντίστοιχες λύσεις που προκύπτουν µε τη µέθοδο 
της Β∆ Γωνίας

Η µέθοδος του "Ελάχιστου Κόστους"

Οι κανόνες επιλογής των διαδροµών στη µέθοδο του "Ελάχιστου Κόστους"

1. Ξεκινούµε από τη διαδροµή µε το µικρότερο συντελεστή κόστους (σε περίπτωση δύο 
ή περισσότερων διαδροµών µε το ίδιο ελάχιστο κόστος επιλέγουµε µία από αυτές 
τυχαία). Στη διαδροµή αυτή εκχωρούµε το µέγιστο δυνατό φορτίο, έτσι ώστε είτε να 
εξαντληθεί η ποσότητα της ''πηγής προέλευσης" είτε να ικανοποιηθεί η ζήτηση στο 
συγκεκριµένο "προορισµό’’

2. ∆ιαγράφουµε την πηγή προέλευσης (αν έχει εξαντληθεί η ποσότητα της πηγής) ή τον 
προορισµό (αν έχει ικανοποιηθεί η ζήτηση) από τα περαιτέρω βήµατα

3. Επαναλαµβάνουµε τα βήµατα 1 και 2, επιλέγοντας την επόµενη διαδροµή, µε βάση το 
µικρότερο κόστος από τις αποµένουσες διαδροµές, έως ότου εξαντληθούν τις οι 
ποσότητες της πηγές προέλευσης και η ζήτηση των προορισµών



•Επιλέγουµε τη διαδροµή Πάτρα-Αθήνα επειδή έχει το µικρότερο 
κόστος από όλες τις διαδροµές (θα µπορούσαµε να επιλέγαµε 
εναλλακτικά τη διαδροµή Βόλος-Λάρισα που έχει το ίδιο κόστος µε 
αυτό της Πάτρας-Αθήνας)

•Εκχωρούµε 300 µονάδες στη διαδροµή Πάτρα-Αθήνα, 
εξαντλώντας την προσφερόµενη ποσότητα της Πάτρας

•Εποµένως, οι διαδροµές µε αφετηρία την Πάτρα δεν θα ληφθούν 
υπ‘ όψη στη συνέχεια, διότι η ποσότητα της Πάτρας έχει 
εξαντληθεί (η πρώτη σειρά του πίνακα διαγράφεται)

Η εφαρµογή της µεθόδου του "Ελάχιστου Κόστους" στο 
προηγούµενο παράδειγµα αποτελείται από τα εξής 
βήµατα





�Από τις οκτώ διαδροµές που αποµένουν (από Βόλο και Θεσσαλονίκη) 
επιλέγουµε τη διαδροµή Βόλος-Λάρισα διότι έχει το µικρότερο κόστος

•Εκχωρούµε φορτίο 300 µονάδων στη διαδροµή αυτή, ικανοποιώντας 
όλη τη ζήτηση στη Λάρισα και ταυτόχρονα εξαντλώντας όλη την 
προσφερόµενη ποσότητα από το Βόλο
•Εποµένως, διαγράφονται οι διαδροµές που καταλήγουν στη Λάρισα (2η 
στήλη) και όσες ξεκινούν από το Βόλο (2η γραµµή)
•Έχει αποµείνει µόνο η τελευταία γραµµή του πίνακα



�Εφόσον οι µόνες αποµένουσες διαδροµές είναι αυτές που ξεκινούν από 
τη Θεσσαλονίκη, εκχωρούµε την ποσότητα που διαθέτει η Θεσσαλονίκη, 
στις διαδροµές Θεσσαλονίκη-Ιωάννινα, Θεσσαλονίκη -Αθήνα και 
Θεσσαλονίκη -Ηράκλειο

�Το κόστος της αρχικής λύσης που προέκυψε από τη µέθοδο του 
Ελάχιστου Κόστους, υπολογίζεται ως εξής:



•Παρατηρούµε ότι, όπως ήταν αναµενόµενο, το κόστος της αρχικής 
λύσης που προέκυψε από την εφαρµογή της µεθόδου του "Ελάχιστου 
Κόστους’’ είναι µικρότερο από το αντίστοιχο κόστος της αρχικής λύσης 
που προέκυψε από την εφαρµογή της µεθόδου της "Β∆ Γωνίας", διότι η 
επιλογή των διαδροµών έγινε µε βάση το κόστος κάθε διαδροµής

•Ωστόσο, η επιλογή αυτή δεν εγγυάται την εύρεση της βέλτιστης λύσης

•Στο συγκεκριµένο παράδειγµα προέκυψε λύση µε λιγότερες από 6 (4+3-
1) διαδροµές

•Αυτό αποτελεί µια ειδική περίπτωση, η οποία συµβαίνει όταν σε 
κάποια εκχώρηση (Βόλος-Λάρισα στο συγκεκριµένο παράδειγµα), 
µηδενίζονται ταυτόχρονα η γραµµή και η στήλη του κελιού

Αρχική λύση µε τη µέθοδο Ελάχιστου Κόστους



�Ένα από τα αδύνατα σηµεία της µεθόδου είναι ότι η επιλογή των 
διαδροµών είναι "µυωπική", δηλαδή εξετάζει µόνο την περίπτωση της 
αµέσως επόµενης επιλογής, και όχι τι θα συµβεί λίγο αργότερα

Τι εννοούµε;

�Ας υποθέσουµε ότι είχαµε µόνο τα δύο εργοστάσια Βόλου και 
Θεσσαλονίκης και δύο αποθήκες Λάρισας και Αθήνας µε ίσες ποσότητες 
παραγωγής και ίσες ποσότητες ζήτησης τόσο στα εργοστάσια όσο και
στις αποθήκες

�Με βάση τον κανόνα του ελάχιστου κόστους θα επιλέγαµε πρώτα τη 
διαδροµή Βόλος-Λάρισα που έχει το µικρότερο κόστος (3), και εποµένως 
η δεύτερη διαδροµή θα ήταν η Θεσσαλονίκη-Αθήνα

�Παρατηρούµε όµως ότι πιο οικονοµική είναι η λύση Βόλος-Αθήνα και 
Θεσσαλονίκη-Λάρισα, διότι η δεύτερη κοστίζει µόνο
1  µονάδα περισσότερο από τη Βόλος-Λάρισα, ενώ στην πρώτη έχουµε 
κατά

2  µονάδες µικρότερο κόστος από τη Θεσσαλονίκη-Αθήνα



�Μια τρίτη µέθοδος προσδιορισµού αρχικής λύσης σε προβλήµατα µεταφοράς είναι 

η µέθοδος Vogel

�Η προσεγγιστική µέθοδος Vogel είναι µια πιο πολύπλοκη µέθοδος σε σχέση µε τις 

προηγούµενες, αλλά δίνει κατά κανόνα πολύ καλύτερες λύσεις που είναι 

πλησιέστερες στη βέλτιστη λύση, ή σε αρκετές περιπτώσεις και αυτή ακόµη τη 

βέλτιστη λύση

�Η µέθοδος Vogel λαµβάνει υπ' όψη το κόστος των διαδροµών, αλλά όχι το 

απόλυτο κόστος κάθε διαδροµής, όπως στη µέθοδο του Ελάχιστου Κόστους

�Αντίθετα, η µέθοδος Vogel λαµβάνει υπ' όψη για κάθε πηγή και κάθε προορισµό 

την αύξηση κόστους που θα προέκυπτε αν αντί της πιο οικονοµικής διαδροµής, 

επιλέγαµε τη δεύτερη πιο οικονοµική

�Υπολογίζει δηλαδή ένα είδος πιθανής "ποινής" (µε την έννοια της αύξησης 

κόστους που θα προέκυπτε αν χανόταν η πρώτη επιλογή)

�Έτσι, η επιλογή των διαδροµών δεν γίνεται µε βάση το απόλυτο κόστος κάθε 

διαδροµής, αλλά την πιθανή "ποινή" και στόχος είναι η επιλογή των διαδροµών 

µε βάση τη µέγιστη ποινή, δηλαδή να επιλεγούν διαδροµές για τις οποίες η 

εναλλακτική λύση θα απέφερε µεγάλη αύξηση του κόστους

Η µέθοδος Vogel



Βήµα 1. Για κάθε "πηγή προέλευσης" όπως και για κάθε "προορισµό" 
υπολογίζουµε ένα "δείκτη ποινής’’
• Ο δείκτης αυτός ορίζεται από τη διαφορά µεταξύ του µικρότερου και του αµέσως 
µικρότερου κόστους των διαδροµών κάθε γραµµής και κάθε στήλης

Στο παράδειγµα της ΛΟΥΤΡΟΦΙΝ για την Πάτρα η ποινή είναι 2 (5-3), για το Βόλο 
1 (4-3) και για τη Θεσσαλονίκη 1 (5-4)
Στις στήλες του πίνακα οι αντίστοιχες ποινές είναι: Ιωάννινα 0 (5-5), Λάρισα 1 (4-3), 
Αθήνα 1 (4-3) και Ηράκλειο 1 (8-7)

�Η µεγαλύτερη ποινή όλων των γραµµών και στηλών του πίνακα αντιστοιχεί στην 
πρώτη γραµµή (Πάτρα)

�Εποµένως, πρέπει να επιλέξουµε µία διαδροµή που ξεκινά από την Πάτρα 
και επιλέγουµε αυτή µε το µικρότερο κόστος που είναι η διαδροµή Πάτρα-
Αθήνα

�Όπως και στις προηγούµενες µεθόδους, εκχωρούµε το µέγιστο δυνατό
φορτίο στη διαδροµή που επιλέχθηκε, ώστε να µηδενιστεί η αντίστοιχη γραµµή 
ή στήλη

•Στην προκειµένη περίπτωση µηδενίζεται η γραµµή της Πάτρας

Η εφαρµογή της µεθόδου Vogel στο προηγούµενο παράδειγµα





Βήµα 2.
•Μετά από κάθε εκχώρηση φορτίου σε µια διαδροµή επανυπολογίζουµε τους 
δείκτες ποινής για κάθε "πηγή προέλευσης" και κάθε "προορισµό’’
• Τα κελιά της γραµµής ή στήλης που µηδενίστηκε εξαιρούνται από τους 
υπολογισµούς επειδή οι αντίστοιχες διαδροµές δεν µπορούν πλέον να 
χρησιµοποιηθούν

•Εποµένως, για την Πάτρα δεν έχει έννοια ο υπολογισµός ποινής, για το Βόλο 
παραµένει 1 (4-3) και για τη Θεσσαλονίκη επίσης παραµένει 1 (5-4)
•Στις στήλες του πίνακα οι αντίστοιχες ποινές αλλάζουν διότι τα κελιά της πρώτης 
γραµµής δεν λαµβάνονται υπ' όψη. 
•Έτσι έχουµε: Ιωάννινα 1 (6-5), Λάρισα 1 (4-3), Αθήνα 2 (6-4) και Ηράκλειο 1 (8-
7). 
•Η µεγαλύτερη ποινή όλων των γραµµών και στηλών του πίνακα αντιστοιχεί 
τώρα στη τρίτη στήλη (Αθήνα)

•Εποµένως, πρέπει να επιλέξουµε µια διαδροµή που καταλήγει στην Αθήνα
•Αυτή µε το µικρότερο κόστος είναι η διαδροµή Βόλος-Αθήνα

�Όπως και στις προηγούµενες µεθόδους, εκχωρούµε το µέγιστο δυνατό φορτίο 
στη διαδροµή που επιλέχθηκε ώστε να µηδενιστεί η αντίστοιχη γραµµή ή στήλη

�Στην προκειµένη περίπτωση, µηδενίζεται εκχωρούµε φορτίο 50 µονάδων, όση 
δηλαδή είναι η αποµένουσα ζήτηση στην Αθήνα στη διαδροµή Βόλος-Αθήνα µε 
αποτέλεσµα να µηδενιστεί η στήλη της Αθήνας





�Υπολογίζουµε ξανά για κάθε "πηγή προέλευσης" και κάθε "προορισµό" τις 

διαφορές µεταξύ του µικρότερου και του αµέσως µικρότερου κόστους, εξαιρώντας τη 

σειρά της Πάτρας και τη στήλη της Αθήνας, διότι τα αντίστοιχα φορτία έχουν 

εξαντληθεί

�Οι υπολογισµοί φαίνονται στον τρίτο πίνακα Vogel

�Η ποινή για τη γραµµή που αντιστοιχεί στο Βόλο έχει αλλάξει από 1 σε 3, γιατί ενώ 

η πιο οικονοµική επιλογή παραµένει η Βόλος-Λάρισα, η δεύτερη πιο οικονοµική 

επιλογή από Βόλο είναι τώρα η Βόλος- Ιωάννινα

�Η ποινή για τη Θεσσαλονίκη παραµένει η ίδια και εποµένως η µέγιστη 

�ποινή όλων των γραµµών και στηλών αντιστοιχεί στο Βόλο

�Άρα, στη διαδροµή µε το µικρότερο κόστος στη δεύτερη γραµµή, που είναι η 

Βόλος-Λάρισα, εκχωρούµε το µέγιστο δυνατό φορτίο που είναι οι 250 µονάδες 

που έχουν αποµείνει στο Βόλο µε αποτέλεσµα να µηδενιστεί και ο Βόλος

Βήµα 3.





�Εφόσον το µόνο εργοστάσιο που διαθέτει φορτίο είναι η Θεσσαλονίκη µε 450 
µονάδες, η ζήτηση, στα Ιωάννινα (200 µονάδες), η αποµένουσα ζήτηση στη 
Λάρισα (50 µονάδες) και η ζήτηση στο Ηράκλειο (200 µονάδες) θα 
ικανοποιηθούν από τη Θεσσαλονίκη

� Ο τελικός πίνακας των µεταφορών που προκύπτουν από τη µέθοδο Vogel
έχει τώρα ως εξής:

Βήµα 4.



Το κόστος της αρχικής λύσης που προέκυψε από τη 
µέθοδο Vogel υπολογίζεται ως εξής:

�Η µέθοδος Vogel παράγει γενικώς καλύτερες αρχικές λύσεις από τις προηγούµενες 
µεθόδους, παρόλο που η εφαρµογή της είναι αρκετά πιο πολύπλοκη από τις µεθόδους 
της "Β∆ Γωνίας" και του Ελάχιστου Κόστους



Προσδιορισµός Βέλτιστης Λύσης στα 
Προβλήµατα Μεταφοράς

Η µέθοδος Stepping Stone

�H µέθοδος Stepping Stone είναι µία επαναληπτική διαδικασία για τον προσδιορισµό 
της βέλτιστης λύσης σε ένα πρόβληµα µεταφοράς.
�Ο αριθµός των διαδροµών στις βασικές εφικτές λύσεις του προβλήµατος είναι ίσος (ή 
µικρότερος) από το άθροισµα του αριθµού των "πηγών προέλευσης" συν τον αριθµό 
των "προορισµών" µειωµένο κατά 1

�Η βασική αρχή της µεθόδου είναι ότι ελέγχει την πιθανή µείωση του κόστους µιας 
συγκεκριµένης λύσης από τη χρήση διαδροµών που δεν έχουν επιλεγεί στην 
τρέχουσα λύση.
Θεωρούµε, για παράδειγµα, την αρχική λύση που προέκυψε από τη µέθοδο της Β∆ 
Γωνίας.

Έλεγχος λύσης µε τη µέθοδο Stepping Stone



•Σε κάθε βήµα της µεθόδου Stepping Stone , εξετάζεται η δυνατότητα εύρεσης µιας 
καλύτερης λύσης µε αλλαγή µίας εκ των διαδροµών που χρησιµοποιούνται µε µία από 
αυτές που δεν χρησιµοποιούνται

•Το ερώτηµα που τίθεται είναι το εξής:
Αν χρησιµοποιηθεί µια διαδροµή που δεν συµπεριλαµβάνεται στη τρέχουσα λύση (όπως 
η διαδροµή Πάτρα-Αθήνα ή κάποια άλλη), ποια θα είναι η επίπτωση στο συνολικό 
κόστος µεταφοράς;



•Ο υπολογισµός της επίπτωσης στο συνολικό κόστος µεταφοράς για κάθε 
διαδροµή που δεν συµπεριλαµβάνεται στη τρέχουσα λύση, γίνεται µε τα εξής 
βήµατα:

Υπολογισµός οριακών αλλαγών στο κόστος µεταφοράς

1. Επιλέγουµε µια διαδροµή που δεν συµπεριλαµβάνεται στην τρέχουσα λύση
2. Ξεκινώντας από το κελί τη5 διαδροµής που επιλέχθηκε, δηµιουργούµε έναν κλειστό 

βρόγχο, ο οποίος διέρχεται από διαδροµές που ήδη χρησιµοποιούνται, ακολουθεί 
είτε οριζόντια ή κάθετη πορεία και επιστρέφει στο ίδιο κελί

3.  Ξεκινώντας µε το σηµείο + στο κελί της διαδροµής που επιλέξαµε, τοποθετούµε 
εναλλάξ τα σηµεία - και + σε κάθε γωνία του βρόγχου. Ο αριθµός των + σε κάθε 
σειρά και σε κάθε στήλη του πίνακα πρέπει να είναι ίσος µε τον αντίστοιχο αριθµό 
των -

4. Υπολογίζουµε την οριακή µεταβολή του κόστους στη συγκεκριµένη διαδροµή, 
προσθέτονται το κόστος όλων των διαδροµών στις οποίες έχει τοποθετηθεί το σηµείο 
+, και αφαιρώντας το κόστος όλων των διαδροµών στις οποίες έχει τοποθετηθεί το 
σηµείο -

5. Επαναλαµβάνουµε τα βήµατα 1 έως 4 για όλες τις διαδροµές που δεν 
συµπεριλαµβάνονται στη λύση, ώστε για καθεµία από αυτές να υπολογίσουµε την 
οριακή αλλαγή του κόστους, εφόσον συµπεριληφθούν στη λύση. Αν για όλες τις 
διαδροµές η οριακή αλλαγή του κόστους είναι θετική (αύξηση κόστους), τότε η 
τρέχουσα λύση είναι η βέλτιστη



Stepping Stone: 1 η επανάληψη

•Οι έξι µη χρησιµοποιούµενες διαδροµές είναι: Πάτρα-Αθήνα, Πάτρα-Ηράκλειο, 
Βόλος-Ιωάννινα, Βόλος Ηράκλειο, Θεσσαλονίκη-Ιωάννινα και Θεσσαλονίκη-
Λάρισα

•Θεωρούµε την πρώτη µη επιλεχθείσα διαδροµή, Πάτρα-Αθήνα

•Ξεκινώντας από το κελί της διαδροµής αυτής, µπορούµε εύκολα να χαράξουµε 
έναν κλειστό βρόγχο που να διέρχεται από επιλεγείσες διαδροµές ως εξής: 
Πάτρα-Αθήνα -► Βόλος-Αθήνα -► Βόλος-Λάρισα -► Πάτρα-Λάρισα



•Ποιο είναι το νόηµα του κλειστού βρόγχου και της τοποθέτησης των 
σηµείων + και - στις γωνίες του βρόγχου;

•Καταρχήν πρέπει να θυµηθούµε ότι θέλουµε να ελέγξουµε τη µεταβολή που θα
προκύψει στο κόστος µεταφοράς αν χρησιµοποιηθεί η διαδροµή Πάτρα-Αθήνα αντί µιας 
άλλης από αυτές που έχουν ήδη επιλεγεί.
•Εποµένως, αν εκχωρήσουµε φορτίο 1 µονάδος στη διαδροµή Πάτρα-Αθήνα, θα πρέπει 
αυτό να αφαιρεθεί από κάποια άλλη διαδροµή που έχει σαν προορισµό την Αθήνα έτσι 
ώστε το συνολικό φορτίο που θα µεταφερθεί στην Αθήνα να παραµείνει στα 400 
τεµάχια, όσο η συνολική ζήτηση
•Οι δύο άλλες διαδροµές µε προορισµό την Αθήνα είναι οι Βόλος-Αθήνα και 
Θεσσαλονίκη-Αθήνα
•Επιλέγουµε τη διαδροµή Βόλος-Αθήνα και τοποθετούµε το σηµείο - σε αυτή τη 
διαδροµή (εάν επιλέξουµε τη διαδροµή Θεσσαλονίκη-Αθήνα θα φθάναµε σε αδιέξοδο, 
όπως θα εξηγήσουµε στη συνέχεια)
•Εφόσον όµως θα µειώσουµε το φορτίο στη διαδροµή Βόλος-Αθήνα, θα πρέπει να 
αυξήσουµε αντίστοιχα το φορτίο στη διαδροµή Βόλος-Λάρισα, έτσι ώστε να µην 
µεταβληθεί η µεταφερόµενη από το Βόλο ποσότητα
•Τοποθετούµε το σηµείο + στη διαδροµή Βόλος-Λάρισα
•Αντίστοιχα, θα πρέπει να µειωθεί το αρχικά εκχωρηθέν φορτίο στη διαδροµή Πάτρα-
Λάρισα, ώστε το συνολικό φορτίο µε προορισµό τη Λάρισα να παραµείνει το ίδιο
�Με αυτό τον τρόπο κλείνει ο βρόγχος και υπάρχει ισορροπία των + και - σε κάθε σειρά 
και σε κάθε στήλη του πίνακα



•Υπάρχει πάντα ένα κλειστός βρόχος που ξεκινά και καταλήγει σε 

ένα κελί που δεν έχει επιλεγεί περνώντας µόνο από κελιά που έχουν 

επιλεγεί

•Η επιλογή κελιών γίνεται µε τέτοιο τρόπο ώστε να είναι δυνατή 

πάντα η αντιστάθµιση των + και - σε κάθε γραµµή και κάθε στήλη

• Αν για παράδειγµα, επιλέγαµε το κελί Θεσσαλονίκη-Αθήνα αντί του 

Βόλος-Αθήνα για να τοποθετήσουµε το σηµείο -, τότε αναγκαστικά 

θα επιλέγαµε το κελί Θεσσαλονίκη - Ηράκλειο για να τοποθετήσουµε 

το σηµείο +

• Στο σηµείο αυτό φτάνουµε σε αδιέξοδο, διότι στην τελευταία στήλη 

δεν υπάρχει άλλο κελί που έχει ήδη επιλεγεί στην τρέχουσα λύση 

για να τοποθετηθεί το - ώστε να αντισταθµιστούν όλα τα + µε –

�Εποµένως, η επιλογή του κελιού Βόλος-Αθήνα ήταν η 

µοναδική δυνατή

Τοποθέτηση των + / - στη µέθοδο Stepping Stone



Ο υπολογισµός της µεταβολής που προκύπτει στο κόστος από τη χρησιµοποίηση 
της διαδροµής Πάτρα-Λάρισα:
Αν µία µονάδα φορτίου µεταφερθεί στη διαδροµή Πάτρα-Λάρισα, τότε θα έχουµε 
σύµφωνα µε την προηγούµενη ανάλυση τις εξής αλλαγές φορτίων στις διαδροµές 
που χρησιµοποιούνται ήδη:

•Εποµένως, τυχόν επιλογή της διαδροµής Πάτρα-Αθήνα θα οδηγούσε σε οριακή µείωση 
του κόστους κατά 3 µονάδες για κάθε µονάδα µεταφερόµενα ποσότητας

•Η οριακή ανάλυση του κόστους πρέπει να εξεταστεί µε τον ίδιο τρόπο και για τις 
υπόλοιπες µη χρησιµοποιούµενες διαδροµές στην αρχική λύση της "Β∆ Γωνίας’’
•Τα αποτελέσµατα έχουν ως εξής:









�Τα βήµατα της επαναληπτικής µεθόδου Stepping Stone είναι αντίστοιχα 
µε τα βήµατα της µεθόδου Simplex
• Οι συντελεστές της οριακής µεταβολής του κόστους µεταφοράς για κάθε 
διαδροµή που δεν έχει χρησιµοποιηθεί στην τρέχουσα λύση, που 
υπολογίστηκαν παραπάνω, αντιστοιχούν στις τιµές της γραµµής Cj-Zj αν το 
πρόβληµα λυθεί µε τη µέθοδο Simplex
•Kαι η οικονοµική τους ερµηνεία είναι αντίστοιχη

Οι συντελεστές οριακής µεταβολής του κόστους στη µέθοδο 
Stepping Stone

•Με βάση τα παραπάνω αποτελέσµατα, οι επιλογές των διαδροµών Πάτρα-
Αθήνα ή Θεσσαλονίκη-Λάρισα µπορεί να οδηγήσουν σε µείωση του 
κόστους µεταφοράς

•Η τρέχουσα λύση επιδέχεται βελτίωση

•Από τις δύο διαδροµές που η χρήση τους µπορεί να µειώσει το συνολικό 
κόστος µεταφοράς, επιλέγουµε αυτή µε το µικρότερο αρνητικό συντελεστή, 
δηλαδή τη διαδροµή Πάτρα-Αθήνα, η επιλογή της οποίας θα επιφέρει τη 
µεγαλύτερη µείωση κόστους ανά µονάδα µεταφερόµενα ποσότητας



Καταλήξαµε στο ότι η επιλογή και χρησιµοποίηση τηw διαδροµής Πάτρα-Αθήνα 
θα οδηγήσει σε µείωση του κόστους και µάλιστα γνωρίζουµε ότι για κάθε µονάδα 
φορτίου που θα µεταφερθεί στη διαδροµή αυτή το κόστος θα µειωθεί κατά 3 
µονάδες

Τρία άλλα σηµεία τα οποία πρέπει να λάβουµε υπ' όψη είναι τα εξής:

1.   Ο αριθµός των διαδροµών που θα χρησιµοποιηθούν δεν πρέπει να ξεπερνά 
τις 6 (4+3-1), όπως εξηγήσαµε και προηγουµένως

Εποµένως, χρησιµοποιώντας τη διαδροµή Πάτρα-Αθήνα θα πρέπει να 
αποκλειστεί µια από τις ήδη χρησιµοποιούµενες διαδροµές
2.  Εφόσον το συνολικό κόστος µεταφοράς µειώνεται κατά 3 µονάδες για κάθε 
µονάδα φορτίου που θα εκχωρηθεί στη διαδροµή Πάτρα-Αθήνα, θα πρέπει να 
επιδιώξουµε την εκχώρηση όσο το δυνατόν µεγαλύτερης ποσότητας φορτίου στη 
διαδροµή αυτή
3.  Σύµφωνα µε τον κλειστό βρόγχο του πίνακα που χρησιµοποιήθηκε
προηγουµένως για τον υπολογισµό των οριακών µεταβολών του κόστους 
µεταφοράς για κάθε νέα-µη χρησιµοποιούµενη διαδροµή, κάθε ανάθεση φορτίου 
στη διαδροµή Πάτρα-Αθήνα, οδηγεί σε µεταβολές των µεταφερόµενων 
ποσοτήτων στις άλλες διαδροµές. Συγκεκριµένα για κάθε ποσότητα φορτίου που 
θα εκχωρηθεί στη διαδροµή Πάτρα-Αθήνα , η ίδια ποσότητα φορτίου θα 
αφαιρεθεί από τις διαδροµές Πάτρα-Λάρισα και Βόλος-Αθήνα (σηµείο -) ενώ 
αντίθετα το ίδιο φορτίο θα προστεθεί στη διαδροµή Βόλος-Λάρισα (σηµείο +).

Βελτίωση της Λύσης



•Το πρόβληµα εντοπίζεται στις διαδροµές από τις οποίες θα αφαιρεθεί φορτίο

•Από τη διαδροµή Πάτρα-Λάρισα η µεγαλύτερη ποσότητα φορτίου που µπορεί 
να αφαιρεθεί είναι 150 µονάδες, ενώ από τη διαδροµή Βόλος-Αθήνα µπορούν 
να αφαιρεθούν επίσης έως 150 µονάδες

•Εποµένως, η µεγαλύτερη ποσότητα που µπορεί να εκχωρηθεί στη νέα 
διαδροµή Πάτρα-Αθήνα είναι 150 µονάδες και οι αλλαγές στα φορτία των 
διαδροµών έχουν ως εξής:

Εκχώρηση φορτίου στη νέα διαδροµή





�Ο αλγεβρικός υπολογισµός του κόστους επαληθεύεται και από την οριακή µείωση του 
κόστους λόγω της επιλογής της διαδροµής Πάτρα-Αθήνα

•Είχαµε βρει ότι για κάθε µεταφερόµενη µονάδα το κόστος µειώνεται κατά 3 µονάδες, 
εποµένως η συνολική µείωση για εκχωρούµενο φορτίο 150 µονάδων είναι 450 µονάδες 
µικρότερο από το κόστος της προηγούµενα λύσης που ανέρχονταν σε 5900

Stepping Stone και Simplex
Η αντιστοιχία των βηµάτων της επαναληπτικής µεθόδου Stepping Stone και της µεθόδου Simplex
συνεχίζεται: 
•Σε κάθε βήµα η λύση βελτιώνεται µε την αλλαγή κάποιας εκ των χρησιµοποιούµενων διαδροµών µε 
µία από τις µη-χρησιµοποιούµενες
•Οι χρησιµοποιούµενες διαδροµές αντιστοιχούν στις βασικές µεταβλητές του πίνακα Simplex , ενώ οι 
µη-χρησιµοποιούµενες στις µη-βασικές
•Οι υπολογισµοί στη µέθοδο Stepping Stone είναι πιο απλοί, λόγω του ότι οι συντελεστές των 
µεταβλητών στους περιορισµούς (τεχνολογικοί συντελεστές) είναι όλοι είτε µοναδιαίοι είτε µηδενικοί



Stepping Stone: 2 η επανάληψη

•Η πρώτη επανάληψη της µεθόδου Stepping Stone έδωσε τη λύση της 
προηγούµενης παραγράφου

•Στη λύση αυτή χρησιµοποιούνται µόνο 5 διαδροµές, ενώ 7 διαδροµές
δεν χρησιµοποιούνται

•Στην περίπτωση που οι διαδροµές στη λύση είναι λιγότερες από m+n-1 (δηλαδή 6 στη 
συγκεκριµένη περίπτωση), µία από τις διαδροµές µε µηδενικό φορτίο, από αυτές 
που µηδενίστηκαν ταυτόχρονα σε κάποια συγκεκριµένη εκχώρηση, θεωρείται για την 
δηµιουργία των κλειστών βρόγχων ως διαδροµή που έχει επιλεγεί µε φορτίο 0
•Στην περίπτωση του παραδείγµατος µπορούµε να θεωρήσουµε τη διαδροµή Βόλος-
Αθήνα ως επιλεγείσα.

Η περίπτωση που χρησιµοποιούνται λιγότερες από m+n-1 διαδροµές

Εξετάζουµε τώρα τις οριακές µεταβολές του κόστους για τις διαδροµές που δεν 
έχουν επιλεγεί µε τον ίδιο τρόπο, όπως και στην πρώτη επανάληψη της µεθόδου 
Stepping Stone



•Οι κλειστοί βρόγχοι για κάθε διαδροµή φαίνονται στον παραπάνω πίνακα µεταφοράς

•Στα κελιά που αντιστοιχούν σε µη χρησιµοποιούµενες διαδροµές έχει τοποθετηθεί το 
σηµείο +

•Ακολουθώντας τον κάθε βρόγχο µπορούµε να τοποθετήσουµε εναλλάξ τα σηµεία - και 
+, ώστε σε κάθε περίπτωση να υπάρχει αντιστάθµιση των + και - σε κάθε γραµµή και 
στήλη



•Τα αποτελέσµατα µε τους υπολογισµούς της οριακής µεταβολής του 
συνολικού κόστους µεταφοράς έχουν ως εξής:



•Παρατηρούµε ότι η επιλογή της διαδροµής Θεσσαλονίκη-Λάρισα, όπως και 
της διαδροµής Θεσσαλονίκη-Ιωάννινα, θα µειώσει το συνολικό κόστος 
µεταφοράς κατά 1 µονάδα ανά µονάδα µεταφερόµενης ποσότητας
• Εφόσον η οριακή µεταβολή του κόστους είναι ίδια, επιλέγουµε µία εκ των 
δυο τυχαία, έστω τη διαδροµή Θεσσαλονίκη-Λάρισα
•Για να αποφασίσουµε ποια διαδροµή θα αντικατασταθεί από την προσθήκη 
της διαδροµής Θεσσαλονίκη-Λάρισα στις διαδροµές που θα 
χρησιµοποιηθούν, εξετάζουµε τις αντίστοιχες µεταβολές στον πίνακα του 
προβλήµατος µεταφοράς



•Το µέγιστο φορτίο που µπορεί να εκχωρηθεί στη διαδροµή Θεσσαλονίκη-
Λάρισα, περιορίζεται από τις διαδροµές µε πρόσηµο –

•Η µικρότερη τιµή στα κελιά µε το σηµείο - καθορίζει το φορτίο που θα 
εκχωρηθεί στη νέα διαδροµή που έχει επιλεγεί, στην προκειµένη περίπτωση τη 
διαδροµή Θεσσαλονίκη-Λάρισα

•Από τις δύο διαδροµές του πίνακα µε πρόσηµο -, τις Βόλος-Λάρισα και 
Θεσσαλονίκη-Αθήνα το µικρότερο φορτίο βρίσκεται στη δεύτερη

•Εποµένως, εκχωρούµε 250 µονάδες στη διαδροµή Θεσσαλονίκη-Λάρισα, το 
οποίο αφαιρείται από τις διαδροµές Βόλος-Λάρισα και Θεσσαλονίκη-Αθήνα, και 
προστίθεται στη διαδροµή Βόλος-Αθήνα

Ο νέος πίνακας 
µεταφοράς:



•Όπως και στο προηγούµενο βήµα, ο αλγεβρικός υπολογισµός του κόστους 
επαληθεύεται και από την οριακή µείωση του συνολικού κόστους λόγω της επιλογής 
της διαδροµής Θεσσαλονίκη-Λάρισα

•Εφόσον για κάθε µεταφερόµενη µονάδα στη διαδροµή αυτή, το συνολικό κόστος 
µειώνεται κατά 1 µονάδα, η συνολική µείωση για εκχωρούµενο φορτίο 250 µονάδων 
είναι 250 µονάδες, µειώνοντας το κόστος από 5.450 σε 5.200



Η λύση που προέκυψε µε το τέλος του 2ου επαναληπτικού βήµατος της
µεθόδου Stepping Stone , δίνεται στον πίνακα µεταφοράς που 
ακολουθεί:

Stepping Stone: 3 η επανάληψη

�Ο υπολογισµός των οριακών µεταβολών του κόστους για τις διαδροµές που δεν έχουν 
επιλεγεί γίνεται µε τον ίδιο τρόπο όπως και στις προηγούµενες επαναλήψείς της 
µεθόδου Stepping Stone . Οι κλειστοί βρόγχοι για κάθε διαδροµή δίνονται στον 
παρακάτω πίνακα µε φορά σύµφωνα µε την κίνηση των δεικτών του ρολογιού:



•Παρατηρούµε ότι υπάρχει µία µόνο διαδροµή µε αρνητικό συντελεστή οριακού κόστους, 
αυτή της Θεσ/νίκης-Ιωάννινα, η οποία πρέπει να επιλεγεί
•Για να αποφασίσουµε ποια διαδροµή θα αντικατασταθεί από τη διαδροµή 
Θεσσαλονίκη-Ιωάννινα, εξετάζουµε τι$ αντιστοιχεί µεταβολές στον πίνακα του 
προβλήµατος µεταφοράς



•Για να προσδιορίσουµε το φορτίο που θα εκχωρηθεί στη διαδροµή 
Θεσσαλονίκη-Ιωάννινα εξετάζουµε τις διαδροµές που χαρακτηρίζονται µε 
πρόσηµο –
•Η µικρότερη ποσότητα βρίσκεται στη διαδροµή Πάτρα-Ιωάννινα

•Εποµένως, εκχωρούµε 200 µονάδες στη διαδροµή Θεσσαλονίκη-Ιωάννινα, 
το οποίο αφαιρείται από τις διαδροµές Πάτρα-Ιωάννινα, Βόλος-Αθήνα και 
Θεσσαλονίκη-Λάρισα (πρόσηµο -) και προστίθεται στις διαδροµές Πάτρα-
Αθήνα και Βόλος-Λάρισα (πρόσηµο +)



Ο νέος πίνακας µεταφοράς:



•Όπως και µε στο προηγούµενο βήµα, ο αλγεβρικός υπολογισµός του κόστους 
επαληθεύεται και από την οριακή µείωση του κόστους λόγω της επιλογής της διαδροµής 
Θεσσαλονίκη-Ιωάννινα

•Εφόσον για κάθε µεταφερόµενη µονάδα το κόστος µειώνεται κατά 2 µονάδες, η 
συνολική µείωση για εκχωρούµενο φορτίο 200 µονάδων είναι 400 µονάδες από το 
κόστος της προηγούµενης λύσης που ήταν 5200



Stepping Stone: 4 η επανάληψη

•Εξετάζουµε τώρα τις οριακές µεταβολές του κόστους για τις διαδροµές που 
δεν έχουν επιλεγεί µε τον ίδιο τρόπο όπως και στις προηγούµενες 
επαναλήψείς της µεθόδου Stepping Stone :



�Οι κλειστοί βρόγχοι για κάθε διαδροµή δίνονται στον παρακάτω πίνακα 
µε φορά της κίνησης των δεικτών του ρολογιού µε τα αποτελέσµατα των 
υπολογισµών της οριακής µεταβολής του συνολικού κόστους 
µεταφοράς:

•Παρατηρούµε ότι σε 
όλες τις µη επιλεγείσες 
διαδροµές της τελευταίας 
λύσης, ο συντελεστής 
οριακού κόστους είναι 
θετικός, εποµένως 
οποιαδήποτε αλλαγή της 
λύσης µε αντικατάσταση 
µιας εκ των διαδροµών 
που έχουν επιλεγεί από 
µία άλλη, θα είχε ως 
αποτέλεσµα την αύξηση 
του κόστους



Κριτήριο βέλτιστης λύσης στα προβλήµατα µεταφοράς

�Όταν οι συντελεστές οριακού κόστους για όλες τις διαδροµές που δεν 
έχουν επιλεγεί στην τρέχουσα λύση είναι µη αρνητικοί, τότε η τρέχουσα 
λύση είναι βέλτιστη



Η Μέθοδος Αναθεωρηµένης Εκχώρησης (MODI)

•Η µέθοδος MODI επιτρέπει τον υπολογισµό των οριακών µεταβολών 

στο συνολικό κόστος µεταφοράς για κάθε µη επιλεγείσα διαδροµή µε

αλγεβρικό τρόπο, χωρίς τη διαδικασία σχηµατισµού των κλειστών 

βρόγχων, όπως στη µέθοδο Stepping Stone

•Με αυτό τον τρόπο, όταν προσδιοριστεί η διαδροµή που επιφέρει τη

µεγαλύτερη µείωση στο συνολικό κόστος µεταφοράς (αν υπάρχει), είναι 

απαραίτητη πλέον η χάραξη ενός µόνο κλειστού βρόγχου που θα αφορά 

τη συγκεκριµένη διαδροµή

•Η εφαρµογή της µεθόδου MODI ξεκινά από µια οποιαδήποτε αρχική 

λύση του προβλήµατος µεταφοράς (όπως και η Stepping Stone ) και 

προσδιορίζει µια νέα λύση µε µικρότερο κόστος (αν υπάρχει) µέσω των 

εξής βηµάτων:





Ας εξετάσουµε την εφαρµογή της µεθόδου MODI µέσα από το 
προηγούµενο παράδειγµα. 

Θεωρούµε λοιπόν την αρχική λύση που προέκυψε από την εφαρµογή της 
µεθόδου της "Β∆ Γωνίας" και τις µεταβλητές Ri και Κj για κάθε γραµµή και 
στήλη του πίνακα:





Το επόµενο βήµα είναι να υπολογίσουµε το δείκτη βελτίωσης που εκφράζει 
την οριακή µεταβολή του συνολικού κόστους για τη χρήση κάθε µίας από τις 
µη χρησιµοποιηθείσες διαδροµές στην τρέχουσα λύση σύµφωνα µε τον 
τύπο:Cij-(Ri+Kj)

•Η διαδροµή που πρέπει να επιλεγεί είναι η διαδροµή Πάτρα-Αθήνα που αντιστοιχεί 
στον µικρότερο αρνητικό συντελεστή µεταβολής του κόστους
•Όπως µπορούµε να παρατηρήσουµε, οι δείκτες βελτίωσης για κάθε διαδροµή είναι 
ακριβώς οι ίδιοι που είχαν υπολογιστεί µε τους κλειστούς βρόγχους της µεθόδου 
Stepping Stone
•Εποµένως το κριτήριο βελτιστοποίησης ικανοποιείται όταν όλοι οι συντελεστές είναι 
θετικοί ή µηδέν
•Από το σηµείο αυτό και µετά, ο προσδιορισµός της επόµενης λύσης ακολουθεί την ίδια 
µεθοδολογία που περιγράψαµε στη µέθοδο Stepping Stone
•Προσδιορίζεται το φορτίο που µπορεί να µεταφερθεί στη διαδροµή Πάτρα-Αθήνα, και 
ακολούθως τροποποιούνται τα φορτία των άλλων διαδροµών ώστε να καλύπτεται η 
συνολική διαθέσιµη και η συνολική ζητούµενη ποσότητα, και συνεχίζονται οι 
επαναλήψείς έως ότου βρεθεί η βέλτιστη λύση



ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΑΝΑΘΕΣΕΩΝ

•Πρόβληµα της ανάθεσης ή αντιστοίχησης ή εκχώρησης

•Αποτελεί ένα από τα ειδικής µορφής προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού και 
ακριβέστερα αποτελεί µια απλούστευση του προβλήµατος µεταφοράς

•Προκύπτει όταν οι δραστηριότητες (έργα, γεωγραφικές περιοχές, διαδικασίες) µπορούν 
να εκτελεστούν από, ή να αντιστοιχηθούν σε m διαφορετικούς πόρους (µηχανήµατα, 
άτοµα κ.ά.) 

•όπου το κόστος εκτέλεσης κάθε δραστηριότητος ή το αποτέλεσµα που
προκύπτει είναι διαφορετικό και εξαρτάται από τη συγκεκριµένη ανάθεση της σε 
ένα συγκεκριµένο πόρο (λόγω εξειδίκευσης, εµπειρίας, καταλληλότητας ή και 
άλλων παραγόντων)

• Το αντικείµενο των προβληµάτων ανάθεσης είναι η αντιστοίχηση πόρων σε 
δραστηριότητες, έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το συνολικό κόστος ή να µεγιστοποιείται 
το αποτέλεσµα

•Ο µόνος περιορισµός του προβλήµατος είναι ότι ο κάθε πόρος µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί µόνο σε µία δραστηριότητα και η κάθε δραστηριότητα θα 
χρησιµοποιήσει µόνο ένα πόρο





•Έστω ότι διαθέτουµε m δραστηριότητες οι οποίες πρέπει να ανατεθούν σε m
διαθέσιµους πόρους, έτσι η ανάθεση κάθε πόρου i (i =1,2,3, ..., m), σε κάθε 
δραστηριότητας 0=1,2,3, ..., m), δηµιουργεί ένα κόστος (ή κέρδος) Cij

•Το ζητούµενο είναι να προσδιοριστεί η αντιστοίχηση των πόρων στις δραστηριότητες µε 
τέτοιο τρόπο ώστε να ελαχιστοποιείται το συνολικό κόστος (ή αντίστοιχα να 
µεγιστοποιείται το κέρδος)

Η µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος µεταφοράς έχει ως εξής:
�Μεταβλητές

Για κάθε συνδυασµό πόρου i και δραστηριότητος j ορίζουµε τη µεταβλητή: Χij =1 αν ο 
πόρος i χρησιµοποιηθεί στη δραστηριότητα j, ή 0 αν δεν χρησιµοποιηθεί

�Αντικειµενική Συνάρτηση

Ελαχιστοποίηση Κόστους ή Μεγιστοποίηση Κέρδους Αναθέσεων:

Στη αντικειµενική συνάρτηση κόστους λαµβάνονται υπ' όψη µόνο εκείνα τα στοιχεία Cij

για τα οποία ισχύει η ανάθεση του πόρου i στη δραστηριότητα j, οπότε η αντίστοιχη 
µεταβλητή Χij έχει την τιµή 1

∆ιατύπωση Προβληµάτων Αναθέσεων





•Στην περίπτωση όπου το πλήθος των δραστηριοτήτων είναι διαφορετικό από το 
πλήθος των διαθέσιµων πόρων, εισάγονται τεχνητοί πόροι ή τεχνητές δραστηριότητες 

µε µηδενικό κόστος, όπως και στο πρόβληµα µεταφοράς

•Αν µια συγκεκριµένη αντιστοίχηση δεν είναι τεχνικά δυνατή, τότε στην αντίστοιχη θέση 

θέτουµε ως κόστος έναν πολύ µεγάλο αριθµό (Μ), ώστε στη διαδικασία ελαχιστοποίησης 

του κόστους να αποφευχθεί η συγκεκριµένη αντιστοίχηση

�Πίνακας κόστους αναθέσεων



•Το πλήθος των εφικτών λύσεων σε ένα πρόβληµα ανάθεσης µε m
δραστηριότητες και m πόρους είναι ίσο µε m!6

•Αυτό σηµαίνει ότι ο αριθµός των εφικτών λύσεων αυξάνεται µε εκρηκτικό 
ρυθµό µε το µέγεθος του προβλήµατος
•Για να αντιληφθούµε τον εκρηκτικό ρυθµό αύξησης του αριθµού των 
λύσεων, αρκεί να αναλογιστούµε ότι σε ένα πρόβληµα µε 5 δραστηριότητες 
υπάρχουν 
5! = 120 εφικτές λύσεις

•αλλά, αν οι δραστηριότητες διπλασιασθούν, το αντίστοιχο πρόβληµα µε 
10 δραστηριότητες έχει 3,628,800 εφικτές λύσεις
•ενώ ένα πρόβληµα µε 15 δραστηριότητες έχει 373,621,248,000 εφικτές 
λύσεις

•Εποµένως, είναι πρακτικά αδύνατο να υπολογιστεί το κόστος όλων των 
λύσεων για να επιλεγεί η βέλτιστη

�Ο πιο γνωστός από τους ειδικούς αλγόριθµους που έχουν αναπτυχθεί για 
την επίλυση των προβληµάτων ανάθεσης αναφέρεται µε την ονοµασία 
Ουγγρική Μέθοδος

Επίλυση Προβληµάτων Αναθέσεων: Η "Ουγγρική 
Μέθοδος"



�Η "Ουγγρική Μέθοδος" είναι µια επαναληπτική µέθοδος που περιλαµβάνει 
τα εξής βήµατα: 

Βήµα 1:   ∆ηµιουργούµε τον πίνακα κόστους ευκαιρίας:

Από τον πίνακα κόστους ή κερδών του προβλήµατος ανάθεσης δηµιουργούµε τον 
πίνακα κόστους ευκαιρίας ως εξής: 
•Αφαίρεση του µικρότερου κόστους σε κάθε γραµµή του αρχικού πίνακα κόστους από 
όλα τα στοιχεία της γραµµής. Στην περίπτωση προβληµάτων µεγιστοποίησης, 
επιλέγουµε το µεγαλύτερο κέρδος σε κάθε γραµµή και παίρνουµε τις διαφορές των 
υπολοίπων στοιχείων από αυτό. Με τον τρόπο αυτό, σε κάθε γραµµή υπάρχει το 
στοιχείο 0 στη θέση που αντιστοιχεί στην προτιµητέα ανάθεση στη συγκεκριµένη γραµµή
• Επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία στις στήλες του πίνακα που προέκυψε 
παραπάνω µε αφαίρεση του µικρότερου στοιχείου σε κάθε στήλη από όλα τα στοιχεία 
της στήλης. Μετά και από αυτή τη µετατροπή υπάρχει τουλάχιστο ένα µηδενικό στοιχείο 
σε κάθε γραµµή και σε κάθε στήλη του πίνακα.

Βήµα 2: Ελέγχουµε αν ο πίνακας που προέκυψε από το βήµα 1, δίνει τη βέλτιστη 
ανάθεση

Ο έλεγχος γίνεται µε τον εξής τρόπο: 
•Καλύπτουµε όλα τα µηδενικά στοιχεία του πίνακα χρησιµοποιώντας τον ελάχιστο 
αριθµό οριζόντιων και κατακόρυφων γραµµών. Αν ο αριθµός των γραµµών που 
απαιτούνται είναι ίσος µε τον αριθµό των σειρών ή στηλών του πίνακα, τότε µπορούµε 
να προχωρήσουµε στην αντιστοίχηση που θα δώσει το µικρότερο κόστος. Προχωρούµε 
στο βήµα 4. Αλλιώς, συνεχίζουµε µε το επόµενο βήµα



Βήµα 3:   Αναπροσαρµογή των τιµών του πίνακα ως εξής:

•Αφαιρούµε το µικρότερο στοιχείο του πίνακα που δεν καλύπτεται µε γραµµές από όλα 

τα υπόλοιπα στοιχεία που επίσης δεν καλύπτονται, ενώ το προσθέτουµε σε όλα τα 

στοιχεία του πίνακα που βρίσκονται στα σηµεία τοµής των γραµµών που τραβήχτηκαν 

στο βήµα 2

• Αφήνουµε τα υπόλοιπα στοιχεία µεταβλητά. Επιστρέφουµε στο βήµα 2 

Βήµα 4:   Εκτελούµε την αντιστοίχηση δραστηριοτήτων και πόρων.

•Ξεκινούµε από µια σειρά ή µια στήλη η οποία έχει µόνο ένα µηδενικό

•Αναθέτουµε τον πόρο που αντιστοιχεί στη γραµµή, στη δραστηριότητα που αντιστοιχεί 

στη στήλη

• ∆ιαγράφουµε τον πόρο και τη δραστηριότητα και προχωρούµε µε το υπόλοιπο τµήµα 

του πίνακα µε τον ίδιο τρόπο

• Αν δεν υπάρχει σειρά ή στήλη µε ένα µόνο µηδενικό, διαλέγουµε τη σειρά ή στήλη µε 

δύο µηδενικά και επιλέγουµε ένα από αυτά

•Είναι ευνόητο ότι σε αυτή την περίπτωση µπορεί να υπάρχουν περισσότερες από µία 

λύσεις



Εφαρµογή του αλγόριθµου της "Ουγγρικής Μεθόδου" στο συγκεκριµένο 
παράδειγµα που αναφέραµε







•Στην περίπτωση του πίνακα του παραδείγµατος, η κάλυψη όλων των µηδενικών 
στοιχείων µπορεί να γίνει µε µόνο 4 γραµµές, όπως φαίνεται παραπάνω
•Είναι απαραίτητη η συνέχιση της µεθόδου µε το επόµενο Βήµα

Βήµα 3:  Αναπροσαρµογή τιµών πίνακα

•Το µικρότερο µη καλυπτόµενο από γραµµές στοιχείο είναι το 2 που αντιστοιχεί στην 
ανάθεση Κεντρική Ελλάδα - Πωλητής Β. 
•Αφαιρούµε το στοιχείο 2 από όλα τα µη καλυπτόµενα µε γραµµές στοιχεία, και το 
προσθέτουµε στις διασταυρώσεις των γραµµών (Αττική - ∆, Αττική - Ε, Μακεδονία - ∆,
Μακεδονία - Ε)
•Αφήνουµε τα υπόλοιπα καλυπτόµενα µε γραµµές στοιχεία αµετάβλητα
•Το αποτέλεσµα δίνεται στον παρακάτω πίνακα (αριστερά)
•Η κάλυψη των µηδενικών στοιχείων στον πίνακα που προέκυψε απαιτεί 5 γραµµές και 
δεν υπάρχει τρόπος να γίνει µε λιγότερες όπως φαίνεται στον δεξιό πίνακα
•Εποµένως, µπορούµε να κάνουµε τις αναθέσεις που αντιστοιχούν σε Βέλτιστη λύση 
ακολουθώντας το Βήµα 4 της Ουγγρικής µεθόδου



∆ιαδικασία Βέλτιστης Ανάθεσης

Βήµα 4. Αναθέσεις δραστηριοτήτων σε πόρους

•Προσδιορίζουµε µια περιοχή (γραµµή) ή έναν πωλητή για τον οποίο η αντίστοιχη
σειρά ή στήλη περιέχει ένα µόνο µηδενικό στοιχείο
•Η πρώτη περιοχή, η Αττική, περιλαµβάνει ένα µόνο µηδέν
•Η θέση του µηδέν υποδεικνύει ανάθεση

Άρα, η Αττική ανατίθεται στον πωλητή Α, και διαγράφουµε την περιοχή και τον πωλητή

από τη συνέχεια της διαδικασίας



•Στη συνέχεια, επαναλαµβάνουµε την προσπάθεια ανεύρεσης περιοχής ή 
πωλητή µε ένα µόνο µηδενικό στοιχείο στην αντίστοιχη σειρά ή στήλη στο
υπόλοιπο τµήµα του πίνακα (διαγράφοντας την Αττική και τον πωλητή Α)

•Στη σειρά της Πελοποννήσου Ελλάδος υπάρχει µόνο ένα µηδενικό στοιχείο που 
αντιστοιχεί στον πωλητή ∆

•Άρα, γίνεται η ανάθεση Πελοπόννησος - Πωλητής ∆

•Στον τµήµα του πίνακα που αποµένει, συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο η Κεντρική 
Ελλάδα ανατίθεται στον πωλητή Β και ακολούθως η Μακεδονία ανατίθεται στον Πωλητή

Γ και η Κρήτη στον Πωλητή Ε

•Με έντονα στοιχεία δηλώνονται οι αναθέσεις



•Το συνολικό κόστος ή κέρδος της βέλτιστης ανάθεσης προκύπτει από την 
πρόσθεση των στοιχείων του αρχικού πίνακα που αντιστοιχούν στις 
αναθέσεις

Υπολογισµός κόστους η κέρδους της βέλτιστης ανάθεσης

Μέγιστο κέρδος:  26 + 30 +19 + 30 + 30 = 135


