
Λύση της Άσκησης 5 του Κεφαλαίου 7 του βιβλίου της Ζ. Δουλγέρης 

 

Μπορούμε να υπολογίσουμε το δυναμικό μοντέλο του ρομπότ μέσω της 
μεθόδου Lagrange, ως εξής: 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕�̇�
−

𝜕𝐿

𝜕𝒒
= 𝝉, (1) 

όπου 𝐿 ∈ ℝ η Λανγκραζιανή του συστήματος που είναι: 

𝐿 = 𝑇 − 𝑃, (2) 
με  𝑇 ∈ ℝ  και 𝑃 ∈ ℝ την κινητική και δυναμική ενέργεια αντίστοιχα. Η κινητική 
ενέργεια του συστήματος δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

𝛵 =
1

2
𝑚 ‖𝒗 ‖ +

1

2
𝑚 ‖𝒗 ‖ , (3) 

όπου 𝒗 , 𝒗 ∈ ℝ  οι γραμμικές ταχύτητες των μαζών 1 και 2 αντίστοιχα. 
Παρατηρήστε πως οι γωνιακές ταχύτητες των μαζών δεν εμπλέκονται στην 
κινητική ενέργεια, καθώς οι μάζες θεωρούνται σημειακές. Η δυναμική ενέργεια 
του συστήματος δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

𝑃 = 𝑚 𝑔ℎ + 𝑚 𝑔ℎ , (4) 

όπου ℎ , ℎ ∈ ℝ το ύψος της κάθε μάζας από την στάθμη αναφοράς.  

Οι θέσεις των μαζών, 𝒑 , 𝒑 ∈ ℝ , ως προς το σύστημα συντεταγμένων 
αναφοράς που φαίνεται στο σχήμα της εκφώνησης δίνονται από την παρακάτω 
σχέση: 

𝒑 =

𝐿 𝑐
𝐿 𝑠

0⏟
, 𝒑 =

𝐿 𝑐 + 𝐿  𝑐  𝑐
𝐿 𝑠 + 𝐿  𝑐  𝑠

𝐿  𝑠
. (5) 

Οι παράγωγοι των 𝒑 , 𝒑  μας δίνει την ταχύτητα  𝒗 , 𝒗  της κάθε μάζας 
αντίστοιχα, οι οποίες είναι: 



𝒗 ≜ �̇� =
−𝐿  𝑠  �̇�

𝐿 𝑐  �̇�
0

, 

𝒗 ≜   �̇� =

−𝐿  𝑠  �̇� − 𝐿  𝑠  𝑐  �̇� − 𝐿  𝑐  𝑠  �̇�  
𝐿 𝑐  �̇� − 𝐿  𝑠  𝑠  �̇� + 𝐿  𝑐  𝑐  �̇�

𝐿  𝑐  �̇�
. 

(6) 

Παίρνοντας τώρα τα τετράγωνα των 𝒗 , 𝒗 , έχουμε:  

‖𝒗 ‖ = 𝐿  𝑠  �̇� + 𝐿  𝑐  �̇� = 𝐿  �̇� (𝑠 + 𝑐 ) = 𝐿  �̇� , 
 

‖𝒗 ‖ = 𝐿 𝑠 �̇� + 𝐿 𝑠 𝑐 �̇� + 𝐿 𝑐 𝑠 �̇� + 2𝐿 𝑠 �̇� 𝐿 𝑠 𝑐 �̇�
+ 2𝐿 𝑠 �̇� 𝐿 𝑐 𝑠 �̇� + 2𝐿 𝑠 𝑐 �̇� 𝐿 𝑐 𝑠 �̇� + 𝐿 𝑐 �̇�
+ 𝐿 𝑠 𝑠 �̇� + 𝐿 𝑐 𝑐 �̇� − 2𝐿 𝑐 �̇� 𝐿 𝑠 𝑠 �̇�
+ 2𝐿 𝑐 �̇� 𝐿 𝑐 𝑐 �̇� − 2𝐿 𝑠 𝑠 �̇� 𝐿 𝑐 𝑐 �̇� + 𝐿 𝑐  �̇� . 

(7) 

Ενοποιώντας (βγάζοντας κοινούς παράγοντες) στους όρους που φαίνονται με το 
ίδιο χρώμα στην (7) και λαμβάνοντας υπόψη πως 𝑠 + 𝑐 = 1, έχουμε την 
παρακάτω σχέση για το  ‖𝒗 ‖ : 

‖𝒗 ‖ = 𝐿 �̇� + 𝐿 𝑠 �̇� + 𝐿 𝑐 �̇� + 2𝐿 �̇� 𝐿 𝑐 �̇� + 𝐿 𝑐  �̇� = 
 
 

(𝐿 + 𝐿 𝑐 + 2𝐿 𝐿 𝑐 )�̇� + 𝐿 �̇� = 
 

(𝐿 + 𝐿 𝑐 ) �̇� + 𝐿 �̇� . 

(8) 

Αντικαθιστώντας τώρα την ‖𝒗 ‖  και την ‖𝒗 ‖  από τις (7) και (8) αντίστοιχα 
στην (3), έχουμε για την κινητική ενέργεια:  

𝛵 =
1

2
𝑚 𝐿  �̇� +

1

2
𝑚 (𝐿 + 𝐿 𝑐 ) �̇� +

1

2
𝑚 𝐿 �̇� , (9) 

ή αλλιώς: 

𝛵 =
1

2
(𝑚 𝐿 + 𝑚 (𝐿 + 𝐿 𝑐 ) ) �̇� +

1

2
𝑚 𝐿 �̇� ⟹ 

 
(10) 



𝛵 =
1

2
[�̇�     �̇� ]

(𝑚 𝐿 + 𝑚 (𝐿 + 𝐿 𝑐 ) ) 0

0 𝑚 𝐿

𝜧(𝒒)

�̇�
�̇�

. 

 
Αντικαθιστώντας τον z άξονα από την σχέση (5) στην σχέση (4) έχουμε την 
δυναμική ενέργεια που προκύπτει η παρακάτω:  

𝑃 = 𝑚 𝑔𝐿 𝑠 . (11) 

Αντικαθιστώντας τις 𝛵 και 𝑃 από τις (10) και (11) αντίστοιχα στην (2), έχουμε την 
Λανγκραζιανή, η οποία είναι:  

𝐿 =
1

2
(𝑚 𝐿 + 𝑚 (𝐿 + 𝐿 𝑐 ) ) �̇� +

1

2
𝑚 𝐿 �̇� − 𝑚 𝑔𝐿 𝑠 . (12) 

Κάνουμε τις παρακάτω πράξεις (θεωρούμε για τις πράξεις, για ευκολία στην 
παρουσίαση, πως η κλίση δίνεται ως διάνυσμα στήλης):  

𝜕𝐿

𝜕�̇�
=

(𝑚 𝐿 + 𝑚 (𝐿 + 𝐿 𝑐 ) ) �̇�

𝑚 𝐿 �̇�
, 

 
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕�̇�

=
(𝑚 𝐿 + 𝑚 (𝐿 + 𝐿 𝑐 ) )�̈� − 2𝑚 (𝐿 + 𝐿 𝑐 )𝐿 𝑠 �̇� �̇�

𝑚 𝐿  �̈�
, 

 
𝜕𝐿

𝜕𝒒
=

0
−𝑚 (𝐿 + 𝐿 𝑐 )𝐿 𝑠 �̇� − 𝑚 𝑔𝐿 𝑐

. 

 
  

(13) 

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις από την (13) στην (1), παίρνουμε το μοντέλο του 
ρομπότ που είναι: 

𝜧(𝒒) �̈� + 𝑪(𝒒, �̇�) �̇� + 𝒈(𝒒) = 𝝉,  (14) 

όπου: 



𝜧(𝒒) =
𝑚 𝐿 + 𝑚 (𝐿 + 𝐿 𝑐 ) 0

0 𝑚 𝐿
, 

 

𝑪(𝒒, �̇�) =
−2𝑚 (𝐿 + 𝐿 𝑐 )𝐿 𝑠 �̇� 0

𝑚 (𝐿 + 𝐿 𝑐 )𝐿 𝑠 �̇� 0
, 

 

𝒈(𝒒) =
0

𝑚 𝑔𝐿 𝑐
. 

 

(15) 

 

 

 

 

   


