
2 ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ(1) 

2.1 Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΟΥ ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ 

Εισαγωγή 

Η δημιουργία των μιγαδικών αριθμών οφείλεται στην προσπάθεια επίλυσης των 

εξ ισώσεων 3ου βαθμού. Αν στην αx3 + βx2+γx + δ = 0 θέσουμε και 

εκτελέσουμε τις πράξεις, τότε προκύπτει μια εξίσωση της μορφής x3 =px + q. 
Στις αρχές του 16ου αιώνα οι Ιταλοί αλγεβριστές S. del Ferro και Ν. Tar tagl ia 
ανακάλυψαν μια μέθοδο επίλυσης τέτοιων εξισώσεων, που με σημερινό συμβο-
λισμό ισοδυναμεί με τον τύπο 

όπου 

Στην περίπτωση που η "διακρίνουσα" D είναι θετική, ο τύπος αυτός δίνει αμέ-
σως μια ρίζα της εξίσωσης. Για παράδειγμα, στην Χ 3 = 9 Χ + 28 είναι D = 169 
και ο τύπος δίνει x = 4 , που είναι η μοναδική πραγματική ρίζα. Διαπιστώθηκε, 
όμως, τότε ένα φαινόμενο τελείως διαφορετικό από την περίπτωση των εξισώ-
σεων 2ου βαθμού: Υπάρχουν εξισώσεις με πραγματικές ρίζες, όπως, γ ια παρά-
δειγμα, η x3 = 1 5 x + 4 , που έχει μια προφανή ρίζα το 4 (οι άλλες δύο είναι οι 

αλλά η διακρίνουσα D είναι αρνητική! Ο τύπος στη συγκε-
κριμένη περίπτωση δίνει 

(1) 
Ό π ω ς είναι φανερό, οι μαθηματικοί βρέθηκαν, εδώ, μπροστά σε ένα δίλημμα: ή 
θα έπρεπε να εγκαταλείψουν τη μέθοδο των Ferro-Tartagl ia ως γενική μέθοδο 
επίλυσης εξ ισώσεων 3ου βαθμού ή να δεχτούν ότι ένας συγκεκριμένος αριθμός, 
όπως το 4, μπορεί να εκφραστεί με παραστάσεις που περιέχουν τετραγωνικές 
ρίζες αρνητικών αριθμών. Η δεύτερη άποψη φαινόταν αδιανόητη αλλά αυτό δεν 

(1) Το κεφάλαιο αυτό έχει ληφθεί από το βιβλίο: «Μαθηματικά Β' Τάξης Ενιαίου Λυκείου Θετικής Κατεύθυν-
σης» των: Αδαμόπουλου Λ.., Βισκαδουράκη Β., Γαβαλά Δ., Πολύζου Γ. και Σβέρκου Α. 



εμπόδισε την εφαρμογή των αλγεβρικών πράξεων σε τέτοιες παραστάσεις . Στα 
μέσα του 16ου αιώνα ο R. Bombelli . κάνοντας τολμηρές υποθέσεις , βρήκε ότι 

ισχύει και . Αντικαθιστώντας αυτές 

τις ισότητες στην (1) προκύπτει αμέσως ότι x = 4 , δηλαδή το αδιανόητο γίνεται 

πραγματικότητα! Οι αριθμοί της μορφής α + βi με που ονομάστηκαν 

αρχικά φανταστικοί και αργότερα μιγαδικοί, έγιναν από τότε αναπόσπαστο ερ-
γαλείο των Μαθηματικών και των εφαρμογών τους στις άλλες επιστήμες. Ο J. 
Hadamard, ο οποίος το 1896 απέδειξε με χρήση της μιγαδικής ανάλυσης το 
"θεώρημα των πρώτων αριθμών", έγραψε ότι: 

"Ο συντομότερος δρόμος ανάμεσα σε δύο αλήθειες στο πεδίο των 
πραγματικών περνά μέσα από το πεδίο των μιγαδικών". 

Το Σύνολο των Μιγαδικών Αριθμών 

Γνωρίζουμε ότι η δευτεροβάθμια εξίσωση με αρνητική διακρίνουσα δεν έχει 
λύση στο σύνολο των πραγματικών αριθμών. Ειδικότερα η εξίσωση x2 = - 1 
δεν έχει λύση στο σύνολο των πραγματικών αριθμών, αφού το τετράγωνο 
κάθε πραγματικού αριθμού είναι μη αρνητικός αριθμός. Για να ξεπεράσουμε 
την "αδυναμία" αυτή, διευρύνουμε το σύνολο σε ένα σύνολο , το οποίο να 
έχει τις ίδιες πράξεις με το τις ίδιες ιδιότητες των πράξεων αυτών και στο 
οποίο να υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα της εξ ίσωσης x2 = - 1 , δηλαδή ένα στοι-

χείο i , τέτοιο, ώστε i2 = - 1 . Σύμφωνα με τις παραδοχές αυτές το διευρυμένο 
σύνολο θα έχει ως στοιχεία: 

• Όλους τους πραγματικούς αριθμούς 

• Ό λ α τα στοιχεία της μορφής βi, που είναι γ ινόμενα των στοιχείων του με 
το i και 

• Ό λ α τα αθροίσματα της μορφής α + βi, με α και β πραγματικούς αριθμούς. 

Τα στοιχεία του λέγονται μιγαδικοί αριθμοί και το σύνολο των μιγαδι-
κών αριθμών. Επομένως: 

Το σύνολο των μιγαδικών αριθμών είναι ένα υπερσύνολο του συνόλου 
των πραγματικών αριθμών, στο οποίο: 

• Επεκτείνονται οι πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού έτσι, 
ώστε να έχουν τις ίδιες ιδιότητες όπως και στο , με το μηδέν (0) να 
είναι το ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης και το ένα (1) το ουδέτερο 
στοιχείο του πολλαπλασιασμού. 

• Υπάρχει ένα στοιχείο i τέτοιο, ώστε i2 = - 1 , 

• Κάθε στοιχείο z του γράφεται κατά μοναδικό τρόπο με τη μορφή 
z = α + βi, όπου 



Η έκφραση είναι ακριβώς ό,τι λέμε μιγαδικό αριθμό. Είναι η 

σύνθεση δύο αριθμών, του πραγματικού α και του βi, τον οποίο ονομάζουμε 
φανταστικό αριθμό. Ο α λέγεται πραγματικό μέρος του z και σημειώνεται 
Re(z), ενώ ο β λέγεται φανταστικό μέρος του ζ και σημειώνεται Im(z). Επι-
πλέον, στο κάθε πραγματικός αριθμός α εκφράζεται ως α+0i, ενώ κάθε 
φανταστικός αριθμός βi εκφράζεται ως 0 + βi. 

Στη συνέχεια, όταν λέμε ο μιγαδικός z = α + βi, εννοούμε ότι οι α και β είναι 
πραγματικοί αριθμοί και το γεγονός αυτό δε θα τονίζεται ιδιαίτερα. 

Ισότητα Μιγαδικών Αριθμών 
Επειδή κάθε μιγαδικός αριθμός z γράφεται με μοναδικό τρόπο στη μορφή 
α + βi, δύο μιγαδικοί αριθμοί α + βi και γ + δi είναι ίσοι, αν και μόνο αν α = γ 
και β = δ. Δηλαδή ισχύει: 

Επομένως, επειδή 0 = 0 + 0 i , έχουμε 

Μετά τον ορισμό της ισότητας μιγαδικών αριθμών δημιουργείται το ερώτημα 
αν διατάσσονται οι μιγαδικοί αριθμοί. Γνωρίζουμε ότι, κατά την επέκταση από 
το στο οι πράξεις, η διάταξη και οι ιδιότητες αυτών οι οποίες ισχύουν στο 

μεταφέρονται και στο . Τα ίδια συμβαίνουν και για τις επεκτάσεις από το 
στο και από το στο Στην επέκταση, όμως, από το στο ενώ οι 

πράξεις και οι ιδιότητες αυτών που ισχύουν στο εξακολουθούν να ισχυουν 
και στο , εν τούτοις η διάταξη και οι ιδιότητες της δε μεταφέρονται. 

Γεωμετρική Παράσταση Μιγαδικών 

Κάθε μιγαδικό αριθμό α + βi μπορούμε να τον 

αντιστοιχίσουμε στο σημείο Μ (α, β) ενός 
καρτεσιανού επιπέδου. Αλλά και αντιστρόφως, 
κάθε σημείο Μ (α, β) του καρτεσιανού αυτού 
επιπέδου μπορούμε να το αντιστοιχίσουμε στο 
μιγαδικό α + βi. Το σημείο Μ λέγεται εικόνα 
του μιγαδικού α + βi. Αν θέσουμε z = α + βi, 
τότε το σημείο Μ (α, β) μπορούμε να το συμ-
βολίζουμε και με Μ ( z ) . 
Ένα καρτεσιανό επίπεδο του οποίου τα σημεία είναι εικόνες μιγαδικών αριθμών 
θα αναφέρεται ως μιγαδικό επίπεδο. Ο άξονας x'x λέγεται πραγματικός άξο-
νας, αφού ανήκουν σε αυτόν τα σημεία Μ(α,0) που είναι εικόνες των πραγμα-

τικών αριθμών α = α + 0i, ενώ ο άξονας y'y λέγεται φανταστικός άξονας, αφού 



ανήκουν σε αυτόν τα σημεία Μ(0,β) που είναι εικόνες των φανταστικών 

βi = 0 + βi 
Έ ν α ς μιγαδικός z = α + βi παριστάνεται επίσης και με τη διανυσματική ακτίνα, 

, του σημείου Μ (α, β). 

2.2 ΠΡΑΞΕΙΣ ΣΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΤΩΝ ΜΙΓΑΔΙΚΩΝ 

Σύμφωνα με τον ορισμό του , η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασμός δύο μιγαδι-
κών αριθμών γίνονται όπως ακριβώς και οι αντίστοιχες πράξεις με δ ιώνυμα 
α +βx στο , όπου βέβαια αντί για x έχουμε το i . Έτσι : 

• Για την πρόσθεση δύο μιγαδικών αριθμών α + βi και γ + δi έχουμε: 

(α + βi) + (γ + δi) = (α + γ) + (β + δ)i. 

Για παράδειγμα, (3 + 4i) + (5 - 6i) = (3 + 5) + (4 - 6)i = 8 - 2 i . 

• Για την αφαίρεση του μιγαδικού αριθμού γ + δi από τον α + βi, επειδή ο α-

ντίθετος του μιγαδικού γ + δί είναι ο μιγαδικός -γ - δi, έχουμε: 

(α + βi) - (γ + δi) = (α + βi) + (-γ - δi) = (α-γ) + (β- δ)i . 

Δηλαδή 

(α + βi)-(γ + δi) = (α-γ) + (β-δ)i. 

Για παράδειγμα 

(3 + 4i) - (5 - 6i) = (3 - 5) + (4 + 6)i =-2+10i. 

Αν Μ1(α,β) και Μ2(γ,δ) είναι οι εικόνες των 

α + βi και γ + δi αντιστοίχως στο μιγαδικό 
επίπεδο, τότε το άθροισμα 

(α + βi) + (γ + δi) = (α + γ) + (β + δ)i 

παριστάνεται με το σημείο Μ (α+ γ,β + δ). 

Επομένως, , δηλαδή: 



"Η διανυσματική ακτίνα του αθροίσματος των μιγαδικών α + βi και γ+δi 
είναι το άθροισμα των διανυσματικών ακτινών τους". 

Επίσης, η διαφορά 

(α + βi)-(γ+δi) = (α-γ) + (β-δ)i 

παριστάνεται με το σημείο Ν(α - γ,β - δ). 

Επομένως, , δ η λ α δ ή : 

"Η διανυσματική ακτίνα της διαφοράς των μιγαδικών α + βi και γ + δi είναι 
η διαφορά των διανυσματικών ακτινών τους". 

• Για τον πολλαπλασιασμό δύο μιγαδικών α + βi και γ + δi έχουμε: 

(α + βi)(γ + δi) = α(γ + δi) + βi(γ + δi) = aγ + αδi + βγi + (βi)(δi) = 
= αγ + αδί + βγί + βδί1 =αγ + αδί + βγί - βδ = (αγ - βδ) + (αδ + βγ)i. 

Δηλαδή, 

(α+ βi)(γ + δi) = (αγ - βδ) + (αδ + βγ)i. 

Για παράδειγμα, 

(3 + 4i) · (5 - 6i) = 15 - 1 8 i + 20i - 24i2 = (15 + 24) + (20 -18 ) i = 39 + 2 i . 

Ειδικότερα, έχουμε: (α + βi)(α - βi) = α2 + β2. Ο αριθμός α - β i λέγεται συζυγής 

του α + βi και συμβολίζεται με . Δηλαδή 

Επειδή είναι και 

, 
οι α + βi, α - βi λέγονται συζυγε ί ς μ ι γαδ ικο ί . 

• Τέλος, γ ια να εκφράσουμε το πηλίκο , όπου , στη μορφή 

κ + λi, πολλαπλασιάζουμε τους όρους του κλάσματος με το συζυγή του παρο-
νομαστή και έχουμε: 



Δηλαδή, 

Για παράδειγμα: 

Δύναμη Μιγαδικού 

Οι δυνάμεις ενός μιγαδικού αριθμού ζ με εκθέτη ακέραιο ορίζονται ακριβώς 
όπως και στους πραγματικούς, δηλαδή ορίζουμε: 

και γενικά 

για κάθε θετικό ακέραιο ν , με ν > 1. Επίσης, αν , ορίζουμε 

για κάθε θετικό ακέραιο ν. 

Για τις δυνάμεις των μιγαδικών αριθμών ισχύουν οι ίδιες ιδιότητες που ισχύουν 
και για τις δυνάμεις των πραγματικών αριθμών. Ιδιαίτερα για τις δυνάμεις του 
i έχουμε: 

Στη συνέχεια, παρατηρούμε ότι είναι: 

δηλαδή, μετά το i4 οι τιμές του iν επαναλαμβάνονται. Άρα, για να υπολογί-
σουμε συγκεκριμένη δύναμη του i , γράφουμε τον εκθέτη ν στη μορφή 
ν = 4 ρ + υ , όπου ρ το πηλίκο και υ το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης του 
ν με το 4, οπότε έχουμε: 

Για παράδειγμα: 

Ιδιότητες Συζυγών 

Επειδή οι συζυγείς μιγαδικοί, όπως θα δούμε στις επόμενες παραγράφους, μας 
διευκολύνουν στη μελέτη των μιγαδικών αριθμών, θα αναφερθούμε ιδιαιτέρως 
σε αυτούς. 



• Στο μιγαδικό επίπεδο οι εικόνες Μ (α, β) και 

Μ'(α,-β) δύο συζυγών μιγαδικών z=α + βi και 

είναι σημεία συμμετρικά ως προς τον 

πραγματικό άξονα. 

• Για δύο συζυγείς μιγαδικούς αριθμούς z = α + βi και μπορούμε 

εύκολα, με εκτέλεση των πράξεων, να διαπιστώσουμε ότι: 

• Αν z1= α + βi και z2 =γ + δi είναι δυο μιγαδικοί αριθμοί, τότε: 

Οι ιδιότητες αυτές μπορούν να αποδειχτούν με εκτέλεση των πράξεων. Για πα-
ράδειγμα έχουμε: 

Οι παραπάνω ιδιότητες 1 και 3 ισχύουν και για περισσότερους από δυο μιγαδι-
κούς αριθμούς. Είναι δηλαδή: 

Ιδιαίτερα, αν είναι z1 = z2 = ... = zν = z, τότε η τελευταία ισότητα γίνεται: 



Για παράδε ιγμα , 

Επίλυση της Εξίσωσης αz2+βz+γ=0 μ ε και 
Επε ιδή i2 = - 1 και ( - i ) 2 = i 2 = - 1 , η εξ ίσωση x2 = - 1 έχει στο σύνολο τ ω ν 

μ ιγαδ ικών αρ ιθμών δύο λύσεις , τις x1=i και x 2 = - i . Ομοίως , η ε ξ ί σ ω σ η 

x2 = - 4 έχει στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών δύο λύσεις , τ ις x1 =2i και 

x2 = - 2 i , αφού 

Εύκολα, όμως , μπορούμε να δ ιαπ ιστώσουμε ότι και κάθε εξ ίσωση δεύτερου 
βαθμού με πραγματ ικούς συντελεστές έχει πάντα λύση στο σύνολο C. Π ρ ά γ μ α -
τι, έ σ τ ω η εξ ίσωση 

αz2 + βz + γ=0, με και 

Ε ρ γ α ζ ό μ α σ τ ε όπως στην αντ ίστοιχη περ ίπτωση στο και τη μετασχημα-
τ ίζουμε, με τη μέθοδο σ υ μ π λ ή ρ ω σ η ς τετραγώνων , στη μορφή: 

όπου Δ = β2 -4αγ η δ ιακρ ίνουσα της εξ ίσωσης . Έτσ ι , έχουμε τ ις εξής περ ιπτώ-

σεις: 

• Δ > 0 . Τότε η εξ ίσωση έχει δύο πραγματ ικές λύσεις : 

• Δ = 0 . Τότε έχει μια διπλή πραγματ ική λύση: 

• Δ < 0 . Τότε , επειδή , η εξ ίσωση γ ρ ά -

φεται : 

Ά ρ α οι λύσε ι ς της είναι: 

(1) 

οι οποίες ε ίναι συζυγε ίς μιγαδικοί αριθμοί. 

Γ ια παράδε ιγμα , η εξ ίσωση Z 2 - 5 z + 6 = 0 έχει Δ = 2 5 - 2 4 = 1 > 0 και οι λύσε ι ς 

της ε ίναι : . Ό μ ω ς , η εξ ίσωση z 2 - 2 z + 2 = 0 έχει 



Δ = 4 - 8 = - 4 < 0 και οι λύσεις της είναι οι συζυγείς μιγαδικοί αριθμοί: 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

Παρατηρούμε ότι και εδώ ισχύουν οι σχέσεις: 

και 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

1 . Για τις διάφορες τιμές του θετικού ακέραιου ν να υπολογιστεί το άθροι-
σμα 

ΛΥΣΗ 

Οι προσθετέοι του αθροίσματος έχουν πλήθος ν και είναι διαδοχικοί όροι γεω-

μετρικής προόδου με πρώτο όρο i και λόγο επίσης i . Επομένως, 

οπότε, λόγω της ισότητας ν = 4ρ + υ της ευκλείδειας διαίρεσης του ν με το 4, 
έχουμε τις εξής περιπτώσεις: 

• υ = 0 . Τότε ν =4 ρ , οπότε 

• υ=1. Τότε ν =4ρ +1 , οπότε 

• υ = 2 . Τότε ν =4ρ +2, οπότε 

• υ=3 . Τότε ν =4ρ +3 , οπότε 

2 . Να βρεθεί το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών ζ στις περιπτώσεις κα-

τά τις οποίες ο αριθμός είναι α) φανταστικός β) πραγματικός. 

ΛΥΣΗ 

Αν z-x + yi, τότε: 



Επομένως: 

α) O αριθμός είναι φανταστικός, αν και μόνο αν , δη-

λαδή, αν και μόνο αν x2 - x + y2 -2y = 0 και ή, ισοδύναμα, 

και 

Άρα, το σύνολο των εικόνων του z είναι τα σημεία του κύκλου με κέντρο 

και ακτίνα , με εξαίρεση το σημείο Α(0,2). 

β) O αριθμός είναι πραγματικός, αν και μόνο αν , δηλαδή, 

αν και μόνο αν 
2x + y-2=0 και 

Άρα, το σύνολο των εικόνων του z είναι τα σημεία της ευθείας με εξίσωση 
2x + y - 2 = 0 , με εξαίρεση το σημείο Α(0,2). 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α' Ο Μ Α Δ Α Σ 

1. Να βρείτε τις τιμές του , ώστε ο z = (λ + 3i) (2- i ) να είναι: 
α) πραγματικός αριθμός β) φανταστικός αριθμός. 

2. Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς x,y για τους οποίους ισχύει: 

α) (x+y) + (x-y)i = 3-i 

β) 

γ) 9 - 2 7 i = (3x + 2y)-yi. 



3. Στο μιγαδικό επίπεδο να σημειώσετε τις εικόνες και τις δ ιανυσματι-
κές ακτίνες των μιγαδικών αριθμών: 1 + i , 1, i, - 2 i , 3 + 4i , 3 - 4 i , 5, 
0. 

4. Να περιγράψετε γεωμετρικά το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών 
αριθμών z που ικανοποιούν τις σχέσεις: 
α) Το πραγματικό μέρος του ζ είναι ίσο με μηδέν. 
β) Το φανταστικό μέρος του ζ είναι ίσο με μηδέν. 
γ) Το πραγματικό μέρος του ζ είναι ίσο με το φανταστικό του μέρος. 

5. Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να εκτελέσετε τις πράξεις 
που σημειώνονται και να γράψετε το αποτέλεσμα στη μορφή α + βi 

α) ( - 4 + 6i)+ ( 7 - 2 i ) β) ( 3 - 2 i ) - ( 6 + 4i) 

γ) (3+ 4i)+ ( - 8 - 7 i ) + (5+3i) 

ε) 3i(6+i) 

δ) (3 + 2i)(4 + 5i) 

στ) (4 + 3i)(4-3i) 
ζ) i(3 + i ) ( 2 - i ) . 

6. Να γράψετε τους παρακάτω μιγαδικούς στη μορφή α + βi: 

α) β) i6 

γ) i2 +2i + 1 δ) 

ε) στ) 

7. Να βρείτε τους , για τους οποίους ισχύει: 

α) (3 -2 i ) 2 - ( x + iy) = x - y i 

β) 

γ) (3 - 2i)(2x - iy) = 2(2x - iy) + 2i - 1 . 

8. Να υπολογίσετε τις παραστάσεις: 

α) i6 +i1 6 +i 2 6 +i3 6 +i4 6 +i5 6 

β) 

9. Ποιος είναι ο , όταν: 
α) z = - 5 + 7i β) z = - 4 - 9i γ) z = 4i 
δ) z = 11 ε) z = -i στ) z = 0 . 



10. Με ποιες συμμετρίες μπορούν να προκύψουν από την εικόνα του μι-
γαδικού z = x + yi οι εικόνες των μιγαδικών 

11. Αν και , να δείξετε ότι ο z1+z2 είναι πραγμα-

τικός αριθμός, ενώ ο z1-z2 φανταστικός αριθμός. 

12. Να περιγράψετε γεωμετρικά το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών 
αριθμών z που ικανοποιούν τις παρακάτω σχέσεις: 

α) β) γ) δ) 

13. Να λύσετε στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών τις εξισώσεις: 

α) β) γ) 

14. Αν μια ρίζα της εξίσωσης 2x2 + βx + γ = 0 , όπου , είναι 3+2i , 
να βρείτε τις τ ιμές των β και γ. 

Β' ΟΜΑΔΑΣ 

1. Αν α, β,γ και δ είναι πραγματικοί αριθμοί, να εξετάσετε πότε το πη-

λίκο είναι πραγματικός αριθμός. 

2. Αν , να βρείτε την τιμή της παράστασης 

3. Να βρείτε την τιμή της παράστασης (1 +i) 2 0 - ( 1 - i ) 2 0 . 

4. Πόσες διαφορετικές τιμές μπορεί να πάρει η παράσταση iν+i-ν; 

5. Να λύσετε τις εξ ισώσεις 

α) β) 

6. Έ σ τ ω ο μιγαδικός z με . Να δείξετε ότι ο είναι πραγματι-

κός και ότι 

7. Να αποδείξετε ότι (α + βi)10 +(β- αi)10 = 0 , όπου 

8. α) Για ένα μιγαδικό αριθμό z να αποδείξετε ότι: 



• O z είναι πραγματικός, αν και μόνο αν 

• Ο z είναι φανταστικός, αν και μόνο αν 

β) Αν και να αποδείξετε ότι ο αριθ-

μός είναι πραγματικός, ενώ ο αριθμός εί-

ναι φανταστικός. 

9. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών z για 
τους οποίους ισχύει: 

α) β) 

2.3 ΜΕΤΡΟ ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ 

Έ σ τ ω M(x,y) η εικόνα του μιγαδικού z = x+yi 
στο μιγαδικό επίπεδο. Ορίζουμε ως μέτρο του z 
την απόσταση του Μ από την αρχή Ο, δηλαδή 

Για παράδειγμα, 

Όταν ο μιγαδικός z είναι της μορφής 

, τότε , που είναι η γνωστή μας απόλυτη τι-
μή του πραγματικού αριθμού x. 

Αν z = x+yi, τότε και -z =-x-yi . Επομένως. 

Οι επόμενες ιδιότητες αναφέρονται στις σχέσεις που συνδέουν το γινόμενο και 
το πηλίκο μιγαδικών με τα μέτρα τους και είναι ίδιες με τις αντίστοιχες ιδιότη-
τες των απόλυτων τιμών πραγματικών αριθμών. 
Αν z1,z2 είναι μιγαδικοί αριθμοί, τότε 



Πράγματι , έχουμε: 

και, επειδή η τελευταία ισότητα ισχύει , θα ισχύει και η ισοδύναμη αρχική. 

Ανάλογα αποδεικνύεται και η δεύτερη ιδιότητα. 

Γενικά, αποδεικνύεται ότι 

και ε ιδικότερα 

Τέλος, από τη γνωστή μας τριγωνική ανι-
σότητα και από τη γεωμετρική ερμηνεία 
του αθροίσματος z1 + z2 και της διαφοράς 

z1 - z 2 δύο μιγαδικών προκύπτει ότι: 

Επίσης, είναι φανερό ότι το μέτρο του 

διανύσματος είναι ίσο με το μέτρο του διανύσματος . Επομένως: 

"Το μέτρο τ η ς δ ι α φ ο ρ ά ς δύο μ ι γ α δ ι κ ώ ν ε ίναι ίσο με την α π ό σ τ α σ η των εικό-
νων τους" . 

Δηλαδή: 

Έτσι , γ ια παράδειγμα, η εξίσωση 
επαληθεύεται μόνο από τους 

μιγαδικούς ζ που έχουν την ιδιότητα οι εικό-
νες τους να απέχουν από την εικόνα του μιγα-
δικού 2 + i , δηλαδή από το σημείο Κ(2,1), α-
πόσταση 3 μονάδες. Επομένως, η εξίσωση αυ-
τή είναι εξ ίσωση κύκλου με κέντρο το σημείο 
Κ(2,1) και ακτίνα ρ = 3 . 



Γενικά, η εξίσωση 

παριστάνει τον κύκλο με κέντρο το σημείο Κ(z 0 ) 
και ακτίνα ρ. 

Επίσης, η εξίσωση επα-

ληθεύεται μόνο από τους μιγαδικούς ζ που έχουν 
την ιδιότητα οι εικόνες τους να ισαπέχουν από τις 
εικόνες των μιγαδικών 1 + 2i και - 1 + 3i, δηλαδή 
από τα σημεία A(1,2) και β( -1 ,3) . Επομένως, η 
εξίσωση αυτή είναι εξίσωση της μεσοκαθέτου του 
ευθύγραμμου τμήματος ΚΛ . 

Γενικά, η εξίσωση 

παριστάνει τη μεσοκάθετο του τμήματος με άκρα τα σημεία A(z1) και Β(z2). 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

1 . Αν για τους μιγαδικούς z1,z2,...,z„ ισχύει 

να αποδειχτεί ότι κανένας από αυτούς δεν είναι πραγματικός αριθμός. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Αν ένας από τους z 1 , z 2 , . . . . z ν , για παράδειγμα ο zκ, ήταν πραγματικός, τότε οι 

μιγαδικοί zκ-i και zκ+i θα ήταν συζυγείς και επομένως 

αφού 
τα μέτρα δύο συζυγών μιγαδικών είναι ίσα. Τότε όμως θα είχαμε 

που είναι άτοπο. 

2. Αν για το μιγαδικό z ισχύει , να βρεθεί: 



α) O γεωμετρικός τόπος της εικόνας του z στο μιγαδικό επίπεδο. 

β) Η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή του • 

ΛΥΣΗ 

α) Η ισότητα επαληθεύεται από όλους τους μιγαδικούς ζ που 
έχουν την ιδιότητα οι εικόνες τους να απέχουν από το σημείο Κ(2,2) σταθερή 

απόσταση ίση με και μόνο από αυτούς. Επομένως, ο ζητούμενος γεωμετρι -

κός τόπος είναι ο κύκλος με κέντρο Κ(2,2) και ακτίνα , δηλαδή ο κύ-

κλος 

(x-2)2+(y-2)2 =2. 

β) Το είναι η απόσταση της εικόνας Μ(z) 
από την αρχή O(0,0), δηλαδή το μήκος (ΟΜ) . 
Από τη Γεωμετρία, όμως, γνωρίζουμε ότι αν η 
ευθεία ΟΚ τέμνει τον κύκλο στα Α και Β , τότε 

που σημαίνει ότι η μέγιστη 
τιμή του είναι το μήκος (ΟΒ) και η ελάχιστη 
το μήκος (OA). 

Η εξίσωση, όμως, της ευθείας ΟΚ είναι η y = x. Επομένως, οι συντεταγμένες 

των σημείων Α και Β θα είναι οι λύσεις του συστήματος 

> 

που είναι τα ζεύγη (1,1) και (3,3). Άρα, η μέγιστη τιμή του είναι ίση με 

και η ελάχιστη ίση με 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α ' Ο Μ Α Δ Α Σ 

1. Να βρείτε τα μέτρα των μιγαδικών αριθμών: 

και 

2. Να βρείτε τα μέτρα των μιγαδικών αριθμών: 



όπου με 

3. Να βρείτε τους μιγαδικούς z = x + yi για τους οποίους ισχύει: 

α) β) γ) 

4. Να βρείτε πού ανήκουν οι μιγαδικοί ζ γ ια τους οποίους ισχύει: 

α) β) 

γ) δ) 

ε) 

5. Να βρείτε πού ανήκουν οι εικόνες των μιγαδικών ζ για τους οποίους 
ισχύει: 

α) β) 

6. Αν , να αποδείξετε ότι η εικόνα του μιγαδικού ανήκει 

στον κύκλο με κέντρο Ο και ακτίνα ρ = 1 

7. Από τους μιγαδικούς z, για τους οποίους ισχύει , ποιος έ-

χει το ελάχιστο και ποιος το μέγιστο δυνατό μέτρο; 

8. Αν για τους μιγαδικούς ζ ισχύει , να βρείτε που ανήκουν οι 
εικόνες των μιγαδικών w με w = 2z +1. 

9. Για δύο μιγαδικούς αριθμούς z1 και z2 να αποδείξετε ότι 

Β ' Ο Μ Α Δ Α Σ 

1. Να δείξετε ότι γ ια κάθε μιγαδικό ζ ισχύει: 

2. Έ σ τ ω ο μιγαδικός ζ , γ ια τον οποίο ισχύει . Να αποδείξετε ότι: 

Αν , τότε ο είναι φανταστικός αριθμός και αντιστρό-

φως. 

3. Έ σ τ ω ο μιγαδικός ζ με . Να αποδείξετε ότι: O είναι 

πραγματικός, αν και μόνο αν ο ζ είναι πραγματικός ή 



4. Έ σ τ ω ο μιγαδικός ζ με , όπου . Να αποδείξετε ότι: ο 

είναι φανταστικός, αν και μόνο αν ο ζ είναι φανταστικός. 

5. Αν η εικόνα του μιγαδικού ζ ανήκει στον κύκλο κέντρου Ο(0,0) και 

ακτίνας ρ = 1, να δείξετε ότι το ίδιο ισχύει και για την εικόνα του μι-

γαδικού 

6. Αν για το μιγαδικό ζ ισχύει να δείξετε ότι η εικόνα 

του ζ ανήκει στον κύκλο με κέντρο Ο(0,0) και ακτίνα ρ = 1 . 

7. Αν για το μιγαδικό ζ ισχύει να βρείτε την τιμή της παράστα-

σης . Να ερμηνεύσετε γεωμετρικά το συμπέρα-
σμα. 

8. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων Μ των μιγαδικών z , γ ια 
τους οποίους ισχύει: . Ποιο από τα σημεία Μ απέχει 

την ελάχιστη απόσταση από την αρχή Ο(0,0). 

9. Αν Μ1 και Μ 2 είναι οι εικόνες των μιγαδικών z1 και z2 αντιστοίχως 

και , να αποδείξετε ότι: Όταν το Μ1 κινείται σε κύκλο 

κέντρου O(0,0) και ακτίνας 4, τότε το Μ 2 κινείται σε μια έλλειψη. 

10. α) Αν , να δείξετε ότι 

β) Αν για τους μιγαδικούς z1,z2,...,zκ ισχύει 

να αποδείξετε ότι: 

2.4 ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΗ ΜΟΡΦΗ ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ 

Εισαγωγή 

Η αποδοχή των μιγαδικών αριθμών, εκτός από τις δυνατότητες που άνοιξε στην 
επίλυση των εξισώσεων, έδωσε μεγάλη ευελιξία στον αλγεβρικό λογισμό. Για 



παράδειγμα, η παράσταση μπορεί τώρα να παραγοντοποιηθεί στη μορ-

φή (x + yi)(x - yi) . Οι μαθηματικοί εκμεταλλεύτηκαν αυτό το γεγονός σε πολλά 

ζητήματα, όπως είναι, γ ια παράδειγμα, ο πολλαπλασιασμός και η διαίρεση των 
τόξων ενός κύκλου. Το 1739 ο Α. de Moivre, συνδυάζοντας τον υπολογισμό των 

κυβικών ριζών παραστάσεων της μορφής (που εμφανίζονται στον τύπο 

επίλυσης της x3 = px + q) με την τριγωνομετρική ταυτότητα 

, έδωσε τις πρώτες ιδέες για την τριγωνομετρική παράστα-

ση των μιγαδικών αριθμών. Το 1748 ο L. Euler, ξεκινώντας από την ανάλυση 
της ισότητας στη μορφή , τόνισε 

τη σημασία των παραστάσεων της μορφής συνθ + iημθ και έδειξε ότι 

Γενικεύοντας έφτασε στη 

σχέση (που σήμερα φέρει το όνομα του de 

Moivre), από την οποία, με χρήση του διωνυμικού αναπτύγματος, βρήκε τύπους 
για τα ημnz και συνnz . 
Σε όλες τις προηγούμενες περιπτώσεις οι μιγαδικοί αντιμετωπίζονταν ως καθα-
ρά συμβολικές παραστάσεις , που δεν απεικόνιζαν κάποια συγκεκριμένη πραγ-
ματικότητα. Η τριγωνομετρική παράσταση έδωσε όμως τη δυνατότητα να χρη-
σιμοποιηθούν (από τον C. Wessel το 1799 και τον R. Argand το 1806) για την 
αναλυτική έκφραση της διεύθυνσης στο επίπεδο, ακριβώς όπως οι θετικοί και 
αρνητικοί χρησιμοποιούνται γ ια τη διάκριση της φοράς στην ευθεία. Αυτές οι 
εξελίξεις διεύρυναν τις εφαρμογές των μιγαδικών και άνοιξαν το δρόμο για τη 
γεωμετρική ερμηνεία τους. την οποία καθιέρωσε ο C.F. Gauss το 1831. 

Όρισμα Μιγαδικού 

Έ σ τ ω ένας μη μηδενικός μιγαδικός αριθμός 

z = x + yi και η αντίστοιχη διανυσματική α-

κτίνα του 

Ονομάζουμε όρισμα του μιγαδικού ζ καθεμιά από 
τις γωνίες που έχουν αρχική πλευρά την ημιευθεία 
Οχ και τελική πλευρά την ημιευθεία ΟΜ . 

Από όλα τα ορίσματα του z ένα ακριβώς βρίσκεται 
στο διάστημα [0,2π). Αυτό λέγεται πρωτεύον όρισμα του μιγαδικού z και 
συμβολίζεται με Arg(z). 
Είναι φανερό ότι: 

• To Arg(z) είναι η γωνία που σχηματίζει η διανυσματική ακτίνα του μιγαδι-

κού z με τον άξονα x'x. 

• Δυο ορίσματα του z διαφέρουν κατά γωνία 2κπ, 



Για το μιγαδικό z = 0 δεν ορίζεται όρισμα. Γι 'αυτό, στη συνέχεια, όταν αναφε-
ρόμαστε σε όρισμα μιγαδικού, θα εννοούμε ότι 

Τριγωνομετρική Μορφή Μιγαδικού 

Έ σ τ ω ο μιγαδικός , που έχει μέτρο . Αν θ είναι 

ένα όρισμα του z, τότε, από τον ορισμό των τριγωνομετρικών αριθμών σε ορθο-
κανονικό σύστημα, έχουμε 

και 

οπότε 
x = ρσυνθ και y =ρημθ 

Επομένως, ο μιγαδικός ζ γράφεται 

δηλαδή παίρνει τη μορφή 

Ο τρόπος αυτός γραφής του μιγαδικού z λέγεται τριγωνομετρική ή πολική 
μορφή του z. 

Για παράδειγμα, αν , τότε το μέτρο του ζ είναι 

και γ ια κάθε όρισμά του θ ισχύουν: 

και 

Επομένως, μια τιμή του ορίσματος είναι η Άρα, έχουμε 

ή γενικότερα: 

Αποδεικνύεται ότι, αν για έναν μιγαδικό αριθμό ζ ισχύει , ό-
που r > 0 και , τότε η παράσταση είναι τριγωνομετρική 
μορφή του μιγαδικού αριθμού z . 

Επειδή ίσοι μιγαδικοί αριθμοί έχουν την ίδια εικόνα στο μιγαδικό επίπεδο και 
αντιστρόφως, έχουμε το ακόλουθο κριτήριο ισότητας μιγαδικών: 

"Δυο μη μηδενικοί μιγαδικοί αριθμοί είναι ίσοι, αν και μόνο αν έχουν ίσα 
μέτρα και η διαφορά των ορισμάτων τους είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 
2π". 



Δηλαδή: 

Αν και είναι τριγωνομετρικές 

μορφές των μιγαδικών z1 και z2, τότε 

και 

Τριγωνομετρική Μορφή Γινομένου Μιγαδικών 

Αν και είναι οι τρ ιγωνομετρικές 

μορφές δύο μιγαδικών αριθμών z1 και z2, τότε για το γινόμενο τους έχουμε: 

Ομοίως, για το πηλίκο τους , έχουμε: 

Αποδείξαμε λοιπόν ότι: 

Αν και είναι δυο μιγαδικοί σε 
τριγωνομετρική μορφή, τότε 

Για παράδειγμα, αν και 

τότε έχουμε: 



και 

Από τις τριγωνομετρικές μορφές του γινομένου και του πηλίκου μιγαδικών 
προκύπτουν οι ιδιότητες 

και 

τις οποίες έχουμε συναντήσει και στην 

Η γεωμετρική ερμηνεία του γινομένου και του πηλίκου δύο μιγαδικών φαίνεται 
στα παρακάτω σχήματα: 

Τα τρίγωνα ΟΑΜ2 και ΟΜ1Μ είναι όμοια Τα τρίγωνα ΟΑΜ2 και ΟΜΜ1 είναι όμοια 

Σύμφωνα με τα παραπάνω: 

• O πολλαπλασιασμός του μιγαδικού με το μιγαδικό 
σημαίνει στροφή της διανυσματικής ακτίνας του ζ, κατά 

γωνία θ2 και μετά πολλαπλασιασμό της με ρ2 (Σχ. 12). Επομένως, ο πολλα-

πλασιασμός ενός μιγαδικού ζ με το μιγαδικό συνθ+iημθ στρέφει μόνο τη δια-
νυσματική ακτίνα του z κατά γωνία θ , αφού . Ειδικότερα, ο 
πολλαπλασιασμός του z με i στρέφει τη διανυσματική ακτίνα του ζ κατά γω-

νία , αφού 



• Η διαίρεση του μιγαδικού με το μιγαδικό 

z2 =ρ2(συνθ2 +ίημθ2) σημαίνει στροφή της διανυσματικής ακτίνας του ζ, κατά 

γωνία -θ2 και μετά πολλαπλασιασμό της με 

Θεώρημα του De Moivre 

Αν z = ρ(συνθ+iημθ) είναι ένας μιγαδικός αριθμός σε τριγωνομετρική μορφή, 

σύμφωνα με τα προηγούμενα έχουμε: 

Ομοίως, βρίσκουμε ότι 

Γενικά, ισχύει το επόμενο θεώρημα: 

Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α 

Αν είναι ένας μιγαδικός αριθμός σε τριγωνομετρική μορ-
φή και ν είναι ένας θετικός ακέραιος, τότε 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Έστω Ρ{ν) η ισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε. 

• Για ν = 1 η ισότητα γίνεται z1 =ρ1[συν(1·θ) + iημ(1·θ)] ή, ισοδύναμα, 

, που ισχύει. Άρα η Ρ(1) είναι αληθής. 

• Θα αποδείξουμε ότι, αν Ρ(ν) αληθής, τότε Ρ(ν + 1) αληθής δηλαδή, αν 

, τότε 

Πράγματι, έχουμε 

Αρα, η Ρ(ν) αληθεύει για όλους τους θετικούς ακεραίους ν . 



Για παράδειγμα, αν , επειδή έχουμε: 

Το προηγούμενο θεώρημα αποδίδεται στο μαθηματικό De Moivre και γ ι ' αυτό 
φέρει το ονομά του 

Το Θεώρημα του De Moivre ισχύει και όταν ο εκθέτης είναι αρνητικός ακέραι-
ος. 

Πράγματι , έχουμε 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

1 . Να βρεθεί το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών ζ, για τους οποίους ι-

σχύει 

ΛΥΣΗ 

Αν z = x + yi , τότε 

Άρα, 

, όπου και 



Επομένως, η συνθήκη είναι 

ισοδύναμη με τις σχέσεις: 

Άρα, το σύνολο των εικόνων του ζ είναι το τόξο του κύκλου κέντρου 

και ακτίνας ρ = 2 που είναι πάνω από τον άξονα x'x. 

2 . Αν και να αποδειχτεί ότι 

α) 

β) 

ΛΥΣΗ 

Έ σ τ ω οι μιγαδικοί . Έχουμε 

και επομένως, 
Με αντικατάσταση των a,b και c έχουμε διαδοχικά: 

Εξισώνοντας τα πραγματικά και τα φανταστικά μέρη των δύο μελών έχουμε: 



ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α ' Ο Μ Α Δ Α Σ 

1. Να γράψετε σε τριγωνομετρική μορφή τους μιγαδικούς: 

α) β) 

γ) δ) 

ε) 4 στ) - 4 . 

2. Να κάνετε τις πράξεις: 

α) 

β) 

γ) 

3. Να κάνετε τις πράξεις 

α) β) 

γ) 

4. Να βρείτε τις δυνάμεις 

α) β) 

γ) 

5. Να υπολογίσετε την παράσταση 

6. Αν να υπολογίσετε τον z2000. 



7. Αν και , να υπολογίσετε την παράσταση 

, όπου ν θετικός ακέραιος. 

8. Να ερμηνεύσετε γεωμετρικά τη διαίρεση ενός μιγαδικού z με i. 

9. Αν και , να δείξετε ότι και να βρείτε 

το και το 

10. Να βρείτε το μέτρο και το βασικό όρισμα του μιγαδικού αν 

Β' ΟΜΑΔΑΣ 

1. α) Να βρείτε το μέτρο και ένα όρισμα του μιγαδικού w, όπου 

β) Να βρείτε την τιμή της παράστασης 

2. α) Να δείξετε ότι αν 

β) να δείξετε ότι 

3. Να αποδείξετε ότι για ισχύει: 

, αν και μόνο αν 

4. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων Μ των μιγαδικών z , για 
τους οποίους ισχύει: 

α) β) γ) 

5. Μεταξύ όλων των μιγαδικών ζ που ικανοποιούν τη συνθήκη 
, να βρείτε εκείνον που έχει: 

α) Το μικρότερο πρωτεύον όρισμα 

β) Το μεγαλύτερο πρωτεύον όρισμα. 



6. Αν z = συνθ + iημθ. να αποδείξετε ότι: 

7. Αν για τους μιγαδικούς z και w ισχύουν 
τότε: 

α) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του μιγαδικού w. 
β) Να βρείτε την εικόνα εκείνου του μιγαδικού από τους w, για τον 

οποίο ισχύει 

8. να βρείτε τον πραγματικό α-

ριθμό κ και το μιγαδικό z. 

9. Δίνεται το τριώνυμο όπου 

z1 και z2 είναι δύο μιγαδικοί αριθμοί. Να αποδείξετε ότι 
για κάθε 

2.5 ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΣΤΟ 

Εισαγωγή 

Η επίλυση των εξισώσεων 3ου και 4ου βαθμού, η "αναγκαστική" επαφή με τους 
μιγαδικούς αριθμούς για την έκφραση των πραγματικών ριζών και η εξέλιξη 
του αλγεβρικού λογισμού δημιούργησαν στις αρχές του Π ο υ αιώνα τις προϋπο-
θέσεις για την ανάπτυξη μιας γενικής θεωρίας των πολυωνυμικών εξισώσεων 
στην Άλγεβρα. Βασικά στοιχεία αυτής της θεωρίας δεν ήταν μόνο οι μέθοδοι 
επίλυσης, αλλά και δομικά ζητήματα, όπως οι σχέσεις ριζών και συντελεστών 
μιας εξίσωσης, καθώς και η σχέση ανάμεσα στο βαθμό και στο πλήθος των ρι-
ζών. Το τελευταίο, που καθιερώθηκε αργότερα ως Θεμελιώδες Θεώρημα της 
Αλγεβρας 

"κάθε πολυωνυμική εξίσωση ν βαθμού έχει στο σύνολο των μιγαδικών 
ν ακριβώς ρίζες ", 

διατυπώνεται στην αρχή διστακτικά, καθώς οι μιγαδικοί δε θεωρούνται ακόμη 
ισότιμοι προς τους υπόλοιπους αριθμούς. O R. Descartes, στο βιβλίο ΙΙΙ της "La 
Geometrie" (1637) γράφει ότι: "κάθε εξίσωση μπορεί να έχει τόσες διαφορετι-
κές ρίζες όσες και οι διαστάσεις [δηλ. ο βαθμός] της άγνωστης ποσότητας στην 



εξίσωση", αλλά ονομάζει τις θετικές ρίζες "αληθινές", τις αρνητικές "ψεύτικες" 
και εισάγει για πρώτη φορά τον όρο "φανταστικές" για τις υπόλοιπες: 

"...ενώ μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η εξίσωση έ-
χει τρεις ρίζες, εν τούτοις υπάρχει μία μόνο πραγματική ρίζα, το 2, ενώ 
οι άλλες δύο παραμένουν φανταστικές". 

Το θεμελιώδες θεώρημα της Άλγεβρας άρχισε να αποκτά εξαιρετική σημασία 
με την ανάπτυξη της Ανάλυσης, καθώς η παραγοντοποίηση των πολυωνύμων 
έπαιζε πρωταρχικό ρόλο στον υπολογισμό ολοκληρωμάτων (διάσπαση ρητών 
κλασμάτων σε απλά κλάσματα). Ο G.W. Leibniz έθεσε το 1702 αυτό το ζήτημα 

ισχυριζόμενος (λαθεμένα) ότι το πολυώνυμο x4 + α4 δεν αναλύεται σε γινόμενο 
παραγόντων 1ου ή 2ου βαθμού με πραγματικούς συντελεστές. Το γεγονός αυτό 
οδήγησε στις πρώτες συστηματικές προσπάθειες να αποδειχτεί ότι κάθε πολυώ-
νυμο με πραγματικούς συντελεστές αναλύεται σε γινόμενο παραγόντων 1ου ή 
2ου βαθμού, που αποτελεί μια άλλη ισοδύναμη μορφή του θεμελιώδους θεωρή-
ματος. Ύστερα από ορισμένες ημιτελείς προσπάθειες των d 'Alembert (1746), L. 
Euler (1749) και J.L. Lagrange (1772), ο C.F. Gauss έδωσε την πρώτη αυστηρή 
απόδειξη το 1799 (σε ηλικία 22 χρονών), στη διδακτορική του διατριβή που 
είχε τίτλο: "Νέα απόδειξη του θεωρήματος ότι κάθε ακέραια ρητή συνάρτηση 
μιας μεταβλητής μπορεί να αναλυθεί σε πραγματικούς παράγοντες πρώτου και 
δεύτερου βαθμού". 

Η Εξίσωση zν = 1 

Γνωρίζουμε ότι στο σύνολο των πραγματικών αριθμών η εξίσωση zν =1 έχει 
μια λύση, την 2 = 1, αν ο ν είναι περιττός και δύο λύσεις, τις 2 = 1 και 2 = - 1 , 
αν ο ν είναι άρτιος. 
Ας λύσουμε τώρα στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών μερικές εξισώσεις της 

μορφής zv = 1, όπου ν θετικός ακέραιος. Έχουμε: 

• 

δηλαδή η εξίσωση έχει στο τρεις ρίζες. 

• 



δηλαδή η εξίσωση έχει στο σύνολο τέσσερις λύσεις. 

Γενικά ισχύει το επόμενο θεώρημα 

Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α 

Στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών η εξίσωση zν =1 , όπου ν θετικός ακέ-
ραιος, έχει ν ακριβώς διαφορετικές λύσεις, οι οποίες δίνονται από τον τύπο: 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Έστω r·(συνθ + iημθ) μια λύση, σε τριγωνομετρική μορφή, της εξίσωσης zν =1 . 
Τότε, 

οπότε 

Άρα, rv - 1 και νθ-0 = 2κπ, για κάποιο , οπότε r = 1 και . Επο-

μένως, οι λύσεις της εξίσωσης zν = 1, θα είναι της μορφής 
(1) 

Αλλά και αντιστρόφως, κάθε μιγαδικός της μορφής 

είναι λύση της εξίσωσης zν = 1, αφού 

Άρα, οι λύσεις της εξίσωσης zν =1 είναι όλοι οι αριθμοί της μορφής 

(1) 

Για κ - 0 έχουμε την προφανή λύση z0 = 1. 

Αν θέσουμε , τότε για τις ρίζες της zv = 1, θα ισχύει: 



Είναι λοιπόν: 

κ.τ.λ. 

Παρατηρούμε, λοιπόν, ότι οι λύσεις της zν =1 που δίνονται από την (1) δεν εί-
ναι όλες διαφορετικές μεταξύ τους. Θα εξετάσουμε για ποιες τ ιμές του κ έχου-
με διαφορετικές λύσεις. Επειδή για κάθε υπάρχουν ακέραιοι ρ και υ 

τέτοιοι, ώστε να ισχύει κ = ρν + υ με έχουμε: 

Δηλαδή, γ ια κάθε η λύση zκ ταυτίζεται με μια από τις 

Θα δείξουμε τώρα ότι οι λύσεις είναι διαφορετικές 

μεταξύ τους. Έ σ τ ω ότι δε συμβαίνει αυτό. Τότε θα υπάρχουν φυσικοί λ1 ,λ2 με 

τέτοιοι, ώστε , οπότε θα έχουμε διαδοχικά: 

Από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι ο ακέραιος ν διαιρεί τη διαφορά 
λ1 - λ2. Αυτό όμως είναι άτοπο, αφού 0 < λ1 - λ2 < ν . Επομένως, οι λύσεις της 

εξ ίσωσης zν =1 είναι οι ν διαφορετικοί αριθμοί 

όπου 

Οι λύσεις αυτές λέγονται και ν ιοστές ρίζες τ η ς μονάδας . 

ΣΧΟΛΙΟ 

Οι εικόνες των λύσεων 

1,ω,ω2,ω3,...,ων-1 της εξ ίσωσης zv = 1 είναι 
κορυφές κανονικού πολυγώνου με ν πλευ-
ρές, εγγεγραμμένου σε κύκλο με κέντρο 
Ο(0,0) και ακτίνα r = 1. Πιο συγκεκριμένα: 



— Η κορυφή Α0 παριστάνει τη λύση 1 

— Η επόμενη κορυφή Α1 παριστάνει τη λύση 

— Η κορυφή Α2 παριστάνει την ω2 και προκύπτει από την ω με στροφή του 

δ ιανύσματος κατά γωνία δηλαδή κατά γωνία ίση με την κεντρική 

γωνία του κανονικού ν-γωνου. 

— Η κορυφή Α3 παριστάνει την ω3 και προκύπτει από την ω με στροφή του 

διανύσματος κατά γωνία κτλ. 

Η Εξίσωση 

Έ σ τ ω a = ρ(συνθ + iημθ) μια τριγωνομετρική μορφή του μιγαδικού a. Τότε από 
τον τύπο του de Moivre έχουμε: 

• 

Αν θέσουμε τότε η εξίσωση zν = a γράφεται 

ή, ισοδύναμα, 

Επομένως, το απορεί να πάρει τις ν διαφορετικές τ ιμές 

όπου 

οπότε οι λύσεις της εξ ίσωσης zν = a είναι οι αριθμοί 

Αποδείξαμε λοιπόν ότι: 



Στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών η εξίσωση zν = a , όπου ν θετικός ακέ-
ραιος και , έχει ν διαφορετικές λύσεις οι οποίες 

δίνονται από τον τύπο: 

Οι εικόνες των λύσεων της εξίσωσης zν = a στο μιγαδικό επίπεδο είναι κορυ-
φές κανονικού πολυγώνου με ν πλευρές, εγγεγραμμένου σε κύκλο με κέντρο 

O(0,0) και ακτίνα , όπου 

Έ σ τ ω για παράδειγμα η εξίσωση 

(1) 

Επειδή , οι λύσεις zκ της εξ ίσωσης (1) δίδονται 

από τον τύπο 

Πιο συγκεκριμένα οι λύσεις είναι: 

Οι λύσεις αυτές είναι κορυφές κανονικού πενταγώνου εγγεγραμμένου σε κύκλο 
ακτίνας ρ = 2 . 

Πολυωνυμικές Εξίσωσης με Πραγματικούς Συντελεστές 

Ό π ω ς αναφέρθηκε στην εισαγωγή, κάθε πολυωνυμική εξίσωση Ρ(z) = 0 , νιο-

στού βαθμού, δηλαδή κάθε εξίσωση της μορφής 



έχει στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών ν ακριβώς ρίζες. 
Αν z1 ,z2 , . . . ,zv είναι οι ρίζες του πολυωνύμου Ρ(z) (οι οποίες δεν είναι κατανά-
γκη διαφορετικές) , τότε αποδεικνύεται ότι το πολυώνυμο αναλύεται σε 
γ ινόμενο παραγόντων ως εξής: 

Επομένως, η επίλυση πολυωνυμικών εξισώσεων στο γίνεται με τις ίδιες με-
θόδους που χρησιμοποιούνται και στο σύνολο των πραγματικών αριθμών. 

Στη συνέχεια θα περιοριστούμε σε πολυωνυμικές εξισώσεις με πραγ ματικούς 
μόνο συντελεστές. 
Έχουμε ήδη λύσει τη δευτεροβάθμια εξίσωση, η οποία, όπως είδαμε, έχει δύο 
ρίζες, οι οποίες, αν δεν είναι πραγματικές, είναι μιγαδικές συζυγείς. Ας λύσου-
με τώρα μία ανωτέρου βαθμού, γ ια παράδειγμα την , που εί-
ναι πολυωνυμική τρίτου βαθμού. Με σχήμα Horner έχουμε: 

Όμως , 

Άρα, οι ρίζες της εξ ίσωσης είναι και 1. Και στην περίπτωση 
αυτή παρατηρούμε ότι οι μιγαδικές ρίζες της εξ ίσωσης είναι συζυγείς. Το συ-
μπέρασμα αυτό γενικεύεται για οποιαδήποτε πολυωνυμική εξίσωση με πραγμα-
τικούς συντελεστές . 

Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α 3 

Αν ο μιγαδικός αριθμός είναι ρίζα μιας πολυωνυμικής εξ ίσωσης 

με π ρ α γ μ α τ ι κ ο ύ ς συντελεστές , τότε και ο συζυγής του είναι ρί-
ζα της εξ ίσωσης αυτής. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Μια πολυωνυμική εξίσωση, όπως γνωρίζουμε, έχει τη μορφή: 

Αφού ο αριθμός z0 είναι ρίζα της εξίσωσης, έχουμε κατά σειρά: 



αφού 

Άρα, ο z0 είναι και αυτός ρίζα της εξίσωσης. 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

1. Αν να αποδειχτεί ότι: 

α) β) 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

α) Έχουμε 

β) 

2 . Να λυθεί η εξίσωση . Αν x1,x2 είναι οι ρίζες της εξί-
σωσης αυτής, να κατασκευαστεί εξίσωση 2ου βαθμού που να έχει ρίζες τις 

ΛΥΣΗ 

Έχουμε Επομένως, 

Η ζητούμενη εξίσωση θα είναι η 



Έχουμε 

και 

Επομένως: 

και 

Άρα, η ζητούμενη εξίσωση είναι η: 

3 . Να αναλυθεί σε γινόμενο πολυωνύμων το πολυώνυμο 

αν γνωρίζουμε ότι έχει ρίζα το μιγαδικό αριθμό 

ΛΥΣΗ 

Αφού το Ρ (x) έχει ρίζα τον αριθμό , θα έχει ρίζα και το συζυγή του, 

Επομένως, το πολυώνυμο Ρ(x) διαιρείται με το γινόμενο 

, για το οποίο έχουμε 

Αν κάνουμε τη διαίρεση του πολυωνύμου Ρ(x) με το πολυώνυμο , βρί-
σκουμε πηλίκο 3x + 2 . Επομένως είναι 



Σ Χ Ο Λ Ι Ο 

Γενικά, όπως αναφέρθηκε καν στην εισαγωγή, κάθε πολυώνυμο με πραγματι-
κούς συντελεστές μπορεί να γραφεί ως γινόμενο πρωτοβάθμιων και δευτερο-
βάθμιων παραγόντων με πραγματικούς συντελεστές, όπου οι δευτεροβάθμιοι 
παράγοντες (αν υπάρχουν) έχουν αρνητική διακρίνουσα. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Α ' Ο Μ Α Δ Α Σ 

1. Να λύσετε τις εξισώσεις και να παραστήσετε τις λύσεις στο μιγαδικό 
επίπεδο: 

α) β) γ) 

2. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α) β) 

γ) 

3. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α) β) γ) 

4. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α) β) 

5. Αν ο μιγαδικός 2 + i είναι ρίζα της εξίσωσης 

να βρείτε και τις άλλες ρίζες της. 

6. Αν w είναι μια κυβική ρίζα της μονάδος, με να βρείτε την τιμή 

της παράστασης 

7. Να λύσετε την εξίσωση 



8. Να λύσετε την εξίσωση και να δείξετε ότι οι ει-
κόνες των ριζών είναι κορυφές ισόπλευρου τριγώνου. 

Β ΟΜΑΔΑΣ 

1. Να λύσετε τις εξισώσεις: 
α) β) 

2. Να λύσετε την εξίσωση 

3. Να λύσετε την εξίσωση και στη συνέχεια να βρείτε τα τρι-
ώνυμα με πραγματικούς συντελεστές που είναι παράγοντες του πο-

λυωνύμου 

4. Στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών να βρείτε τις κοινές λύσεις των 

εξισώσεων 

5. Να βρείτε τους μιγαδικούς αριθμούς z. για τους οποίους ισχύει 

6. Αν η εξίσωση έχει πραγματική ρίζα. να α-
ποδείξετε ότι 

7. Δίνεται η εξίσωση με ρίζες τις x1 και x2. 

α) Να υπολογίσετε τις τιμές των παραστάσεων x1+x2 x1x2 και 

8. α) Να λύσετε την εξίσωση 

οι εικόνες των λύσεων της εξίσωσης κινούνται σε μια 

υπερβολή. 

9. Να λύσετε την εξίσωση 



ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. Δίνεται η συνάρτηση με και 

α) Να αποδείξετε ότι 

β) Έ σ τ ω α,β δυο (σταθεροί) πραγματικοί αριθμοί διαφορετικοί από 

το 0. Να βρείτε το είδος της καμπύλης στην οποία ανήκουν τα ση-
μεία M(x,y), με για τα οποία οι μιγαδικοί αριθμοί 

ικανοποιούν τη σχέση 

2. Θεωρούμε τους μιγαδικούς z, w και w1, για τους οποίους ισχύουν: 

όπου Να δείξετε ότι αν το α μετα-

βάλλεται στο και ισχύει τότε η εικόνα Ρ του z στο μιγα-

δικό επίπεδο κινείται σε μια υπερβολή. 

3. Θεωρούμε τους μιγαδικούς 

α) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του μιγαδικού ζ 

β) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του μιγαδικού w γ ια 
τον οποίο ισχύει 

γ) Να βρείτε το μιγαδικό ζ που έχει την πλησιέστερη εικόνα στην 
αρχή O(0,0). 

4. Να γραμμοσκιάσετε το τμήμα του μιγαδικού επιπέδου που ορίζουν οι 
εικόνες των μιγαδικών z , για τους οποίους ισχύει: 

5. Να αποδείξετε ότι αν οι μιγαδικοί z 1 , z 2 , . . . , z κ έχουν τις εικόνες τους 
στο ίδιο ημιεπίπεδο μιας ευθείας που διέρχεται από την αρχή O(0,0), 

τότε ισχύει 

6. Να αποδείξετε ότι οι εικόνες των λύσεων της εξ ίσωσης 

είναι σημεία της ευθείας 



7. Αν το τριώνυμο αx2 +βx+γ με πραγματικούς συντελεστές και 

δεν έχει πραγματικές ρίζες, να αποδείξετε ότι: 
α) Για οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς κ και λ ισχύει 

β) Για οποιουσδήποτε συζυγείς μιγαδικούς z1 και z2 δ ιαφορετικούς 
από τις ρίζες του τριωνύμου ισχύει επίσης 

8. Γνωρίζοντας ότι για τις νιοστές ρίζες της μονάδας ισχύει 

να αποδείξετε τις ταυτότητες: 

α) 

β) 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 

1. Να βάλετε σε κύκλο τη σωστή απάντηση: 
(i) Αν στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών ισχύει , τότε : 

Δ. Τίποτα από τα προηγούμενα. 

(ii) O αριθμός είναι: 

Α. Φανταστικός Β. Μηδέν 

Γ. Πραγματικός Δ. Τίποτα από τα προηγούμενα. 

2. Ποιες από τις επόμενες ισότητες αληθεύουν για κάθε μιγαδικό z : 

3. Σύμφωνα με τη συνθήκη που ικανοποιούν οι μιγαδικοί z και αναφέ-
ρεται στην πρώτη στήλη, να τους αντιστοιχίσετε στην ευθεία της 
δεύτερη στήλης που ανήκει η εικόνα τους: 



Σ υ ν θ ή κ η Ε υ θ ε ί α 
Α. α. 

Β. β. 

Γ. 
γ. 

δ. 

Δ. ε. 

4. Να αντιστοιχίσετε κάθε μιγαδικό ζ της πρώτης στήλης στο όρισμά 
του της δεύτερης στήλης: 

Μ ι γ α δ ι κ ό ς ( k >0 ) Ό ρ ι σ μ α 

Α. k + ki a. -45° 

Β. k - ki β. 225° 

Γ. -k-ki 
γ. 

45° 

Δ. -k+ki δ. 180° 

ε. 60° 

ζ. 135° 

5. Να βάλετε σε κύκλο τις σωστές απαντήσεις. 
Ο αριθμός των πραγματικών ριζών μιας πολυωνυμικής εξ ίσωσης 
βαθμού με πραγματικούς συντελεστές μπορεί να είναι: 

Α. 1 Β. 2 Γ. 3 Δ. 4 Ε. 5 

6. Να γράψετε τους μιγαδικούς 
που έχουν ως εικόνες τα 
σημεία Α, Β, Γ και Δ του 
διπλανού σχήματος: 

Α: 

Β: 

Γ: 

Δ: 



7. Αν z είναι ο μιγαδικός που έχει ως εικόνα το Α, να αντιστοιχίσετε 
κάθε μιγαδικό της πρώτης στήλης στην εικόνα του που αναφέρεται 
στη δεύτερη στήλη και σημειώνεται στο παρακάτω σχήμα: 

Μιγαδικός Εικόνα 

Β 

Γ 

Δ 

Ε 

Ζ 

Η 

Θ 


