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Fourier Transform (αναλογικό σήµα)

u Ο Μετασχηµατισµός Fourier ενός συνεχούς µη-περιοδικού σήµατος ορίζεται ως 
ανάλυση σήµατος στο πεδίο της συχνότητας:

u Ο αντίστροφος του ορίζεται ως σύνθεση σήµατος στο πεδίο του χρόνου:
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Discrete Time Fourier Transform (DTFT)

u Ο Μετασχηµατισµός Fourier Διακριτού Χρόνου ενός σήµατος διακριτού 
χρόνου x(n) είναι η αναπαράσταση του σήµατος αυτού ως συνδυασµού 
µιγαδικών εκθετικών ακολουθιών της µορφής {e–jωn}, οπού ω µεταβλητή, 
γνωστή́ και ως (κυκλική́) συχνότητα.

u O DTFT της ακολουθίας x(n) ορίζεται ως:

u 𝑿(𝒆𝒋𝝎) =∑𝒏$%&& 𝒙(𝒏)𝒆%𝒋𝝎𝒏

u Και ο αντίστροφός του (Inverse - DTFT), ως:

u 𝒙 𝒏 = 𝟏
𝟐𝝅∫%𝝅

𝝅 𝚾 𝒆𝒋𝝎 𝒆𝒋𝝎𝒏 𝐝𝛚
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Χαρακτηρισµός 

u Αποδεικνύεται ότι:
u Ο DTFT µιας ακολουθίας x(n), εφόσον υπάρχει, είναι µοναδικός.

u Πρόκειται για µια µιγαδική, συνεχή και περιοδική συνάρτηση του ω µε περίοδο 2π.
u X(ejω) = Χ(e j(ω+2κπ) ), f(x) =  f(x+kT) , η περίοδος

u Σηµειογραφία:

u Καρτεσιανές Συν/νες: 𝑿(𝒆𝒋𝝎) = 𝑿𝒓(𝒆𝒋𝝎)+j 𝑿𝒊 𝒆𝒋𝝎 (z = a +j*b), όπου j = −𝟏
u Πολικές Συν/νες: 𝑿(𝒆𝒋𝝎) = | 𝑿(𝒆𝒋𝝎)|𝑒#$(&) (z = |z|𝑒( ) µε:

u Ταυτότητα Euler: 𝑒!" = cosφ +j sinφ

u | 𝑿(𝒆𝒋𝝎) | = 𝑿𝒓 𝒆𝒋𝝎 & + 𝑿𝒊 𝒆𝒋𝝎 &, (|z| = 𝑎& + 𝑏&) λέγεται φάσµα µέτρου (magnitude spectrum)

u 𝜃 𝜔 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑿𝒊 𝒆𝒋𝝎

𝑿𝒓(𝒆𝒋𝝎)
= arctan,

-
, λέγεται φάσµα φάσης  (phase spectrum)

u Το φάσµα µέτρου και το φάσµα φάσης είναι πραγµατικές συναρτήσεις
u Φάσµα µέτρου: το συχνοτικό περιεχόµενο ενός σήµατος

u Φάσµα φάσης: η χρονική στιγµή εµφάνισης των συχνοτήτων
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Απόδειξη Περιοδικότητας του DTFT

u DTFT Ορισµός:

u 𝑿(𝒆𝒋𝝎) =∑𝒏$%&& 𝒙(𝒏)𝒆%𝒋𝝎𝒏

u Περιοδικότητα

u 𝑿(𝒆𝒋𝝎) = 𝑿(𝒆𝒋(𝝎+𝟐𝒌𝝅))

u 𝑿(𝒆𝒋(𝝎+𝟐𝒌𝝅)) = ∑𝒏$%&& 𝒙 𝒏 𝒆%𝒋 𝝎+𝟐𝒌𝝅 𝒏 = ∑𝒏$%&& 𝒙(𝒏)𝒆%𝒋𝝎𝒏 𝒆%𝒋𝟐𝒌𝝅𝒏

u Όµως: 𝒆#𝒋𝟐𝒌𝝅𝒏 = cos(-2kπn) + j sin(-2kπn) = 1+j*0 = 1

u Άρα:  𝑿(𝒆𝒋(𝝎+𝟐𝒌𝝅)) = ∑𝒏$%&& 𝒙(𝒏)𝒆%𝒋𝝎𝒏 = 𝑿(𝒆𝒋𝝎)

u Θυµηθείτε ότι στα σήµατα διακριτού χρόνου η ω0 = 2π αντιστοιχεί στη 
συχνότητα δειγµατοληψίας fs
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Σύγκλιση του DTFT

u Καθώς ο DTFT είναι άθροισµα απείρων όρων, ενδέχεται για κάποια σήµατα να 
απειρίζεται

u Αποδεικνύεται ότι:

u Ο DTFT συγκλίνει (έχει πεπερασµένη τιµή), αν και µόνο αν 

u ∑)*#+,+ 𝑥(𝑛) < ∞

u Δηλαδή εφόσον το κατ’ απόλυτη τιµή άθροισµα των δειγµάτων του σήµατος είναι 
πεπερασµένο
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Άσκηση

u Να βρεθεί ο DTFT των σηµάτων:

a) x(n) = δ(n)

b) x(n) = δ(n-n0) 

u Όπου δ(n) η κρουστική ακολουθία

u 𝑿(𝒆𝒋𝝎) =∑𝒏3455 𝒙(𝒏)𝒆4𝒋𝝎𝒏 = ∑𝒏3455 𝜹(𝒏)𝒆4𝒋𝝎𝒏 = 1 𝒆4𝒋𝝎𝟎 = 1

u 𝑿(𝒆𝒋𝝎) =∑𝒏3455 𝒙(𝒏)𝒆4𝒋𝝎𝒏 = ∑𝒏3455 𝜹(𝒏 − 𝒏𝟎)𝒆4𝒋𝝎𝒏 =1 𝒆4𝒋𝝎𝒏𝟎 = 𝒆4𝒋𝝎𝒏𝟎

= cos(-ωn0) + j sin(-ωn0) = cos(ωn0) – j sin(ωn0) 

u Ποιο είναι το φάσµα µέτρου?

u Ποιο είναι το φάσµα φάσης?
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Ιδιότητες DTFT (1-3/5)

1) Γραµµικότητα:
u Το φάσµα του γραµµικού συνδυασµού δύο σηµάτων x1(n), x2(n), θα δώσει γραµµικό 

συνδυασµό των φασµάτων τους.

u Εάν DTFT{x1(n)} = X1(ejω) και DTFT{x2(n)} = X2(ejω), τότε 

u DTFT{ a1x1(n) + a2x2(n) } = a1X1(ejω) + a2X2(ejω)

2) Χρονική Ολίσθηση 
u Εάν ένα σήµα µετατοπιστεί στο χρόνο κατά n0, τότε το φάσµα µέτρου του παραµένει 

αναλλοίωτο, ενώ στο φάσµα φάσης προστίθεται η ποσότητα-ωn0  

u Εάν DTFT { x(n) } = X(ejω), τότε DTFT{ x(n- n0) } = e*+,-. X(ejω)

u Το συχνοτικό περιεχόµενο ενός σήµατος, εξαρτάται µονάχα από τη µορφή του σήµατος 
και όχι από τη θέση του

3) Συχνοτική Ολίσθηση
u Πολ/σµος του σήµατος x(n) µε 𝑒#&.. ισοδυναµεί µε ολίσθηση του φάσµατος κατά ω0

u Σηµαντικό για Filter Design

u Εάν DTFT { x(n) } = X(ejω), τότε DTFT {e+,.- x(n) } = X(e/(,*,.))
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Ιδιότητες DTFT (4-5/5)

4) Θεώρηµα Συνέλιξης 

u Συνέλιξη (*) δύο σηµάτων στο πεδίο του χρόνου ισοδυναµεί µε πολ/σµο στο πεδίο 
συχνοτήτων και το αντίστροφο

u Εάν DTFT{x(n)} = X(ejω) και DTFT{y(n)} = Y(ejω), τότε 

u DTFT{x(n)* y(n)} = X(ejω) Y(ejω)

u και

u X(ejω)*Y(ejω) = DTFT{x(n)y(n)} 

5) Θεώρηµα Parseval

u Η ενέργεια ενός σήµατος διατηρείται κατά τη µετάβαση από το πεδίο του χρόνου στο 
πεδίο συχνότητας.

u Εάν DTFT { x(n) } = X(ejω), τότε ∑𝒏1*22 |𝒙(𝒏)|𝟐 = 𝟏
𝟐𝝅∫𝟎

𝟐𝝅 |𝜲 𝒆𝒋𝝎 |𝟐 𝒅𝝎

u Ορισµός:

u Φάσµα Ενεργειακής Πυκνότητας (Energy Density Spectrum): |𝜲 𝒆𝒋𝝎 |𝟐
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Απόδειξη Θεωρήµατος Συνέλιξης

u Υπενθύµιση

u Διακριτός Μετασχηµατισµός Fourier σήµατος χ(n):

u 𝑋 𝑒12 = ∑345676 𝑥(𝑛)𝑒5123

u Συνέλιξη δύο σηµάτων χ(n), y(n):

u 𝑥1 𝑛 ∗ 𝑥2 𝑛 = ∑845676 𝑥1 𝑚 𝑥2(𝑛 − 𝑚)

u Θυµηθείτε ότι:
u Η συνέλιξη ενός σήµατος x(n) µε την κρουστική απόκριση 

h(n) ενός LTI συστήµατος, δίνει την έξοδο του συστήµατος 
y(n) όταν ως είσοδος εφαρµοστεί το x(n)

u Εποµένως, το φάσµα της εξόδου του συστήµατος Y(𝑒*+) 
είναι ίσο µε τον πολ/σµο Χ(𝑒*+) Η(𝑒*+)
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Επιβεβαίωση θεωρήµατος δειγµατοληψίας

u Είχαµε δει ότι εάν ένα αναλογικό σήµα έχει συχνότητα f, τότε το ψηφιοποιηµένο σήµα θα έχει 
συχνότητα F = f/fs, π.χ.

u x(t) = Asin(2πft) και t = nT=n/fs => x(n) = Asin(2πfn/fs) = A sin(2πF n) = A sin(Ωn)

u Με Ω = 2πF => F = 2π/Ω

u Ο DTFT είναι περιοδική συνάρτηση του Ω µε περίοδο Ω = 2π, 

u Άρα και περιοδική ως προς F µε περίοδο F = 1 => f (Hz) = fs

u Εποµένως, η περιοδικότητα του Χ(ejω) µε κυκλική συχνότητα ω=2π αντιστοιχεί σε Hz σε 
περιοδικότητα µε συχνότητα fs, γεγονός που επιβεβαιώνει το θεώρηµα δειγµατοληψίας.
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Discrete Fourier Transform (DFT)

u Ο Διακριτός Μετασχηµατισµός Fourier (DFΤ) είναι ο DTFT αφότου υποστεί 
δειγµατοληψία. Δηλαδή είναι µια διακριτή συνάρτηση ως προς τη συχνότητα.

u Καταλληλότερος για DSP (στον υπολογιστή δεν έχω συνεχείς συναρτήσεις)

u Προκύπτει από δειγµατοληψία του DTFT (ο οποίος είναι συνεχής συνάρτηση ως 
προς ω) στο διάστηµα [0, 2π]) σε τόσες διακριτές συχνότητες όσες το πλήθος 
δειγµάτων του x(n), έστω Ν.

u ωk = k(2π/Ν), k = 0, 1, …, N-1, όπου µε αντικατάσταση από το DTFT: 

u 𝑿(𝒌) =∑𝒏$𝟎𝑵%𝟏𝒙(𝒏)𝒆%𝒋𝟐𝝅𝒌𝒏/𝑵

u Προσοχή:Γίνεται η παραδοχή ότι η ακολουθία x(n) έχει πεπερασµένο µήκος N, κι εποµένως τα 
όρια του αθροίσµατος αλλάζουν, καθώς θεωρείται ότι  χ(n) = 0 για n >N-1και n<0

u Ο αντίστροφος του:

u x(𝒏) =𝟏
𝑵
∑𝒏$𝟎𝑵%𝟏𝑿(𝒌)𝒆𝒋𝟐𝝅𝒌𝒏/𝑵

u Παρατηρήστε ότι x(n) και Χ(k) είναι και δύο ακολουθίες µήκους Ν
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Εργαστηριακό Μέρος - Άσκηση Python

u Να υπολογίσετε το µετασχηµατισµό DFT ενός τµήµατος ψηφιακού ήχου και να 
απεικονίσετε γραφικά το φάσµα µέτρου και το φάσµα φάσης.

a) Να αντιστοιχεί σε ένα τµήµα ήχου µε σταθερή περιοδικότητα, δηλ. σταθερό τονικό 
ύψος (νότα)

b) Τι παρατηρείτε?

c) Χρησιµοποιήστε τη συνάρτηση numpy.unwrap για την απεικόνιση του φάσµατος φάσης

d) Αλλάξτε το διάστηµα κυκλικής συχνότητας ω από [-π, π] σε [0, 2π]. Τι παρατηρείτε?

e) Αλλάξτε τον οριζόντιο άξονα όπου αντί για ω να αναπαρίσταται ως προς συχνοτητα f 
(σε Hz)

f) Δοκιµάστε τη συνάρτηση numpy.fft.fft

g) Να βρείτε τη συχνότητα (Hz) στην οποία εµφανίζεται το φάσµα µέτρου παρουσιάζει τη 
µέγιστη τιµή του

h) Να υπολογιστεί το αρχικό σήµα από το φάσµα που βρέθηκε στο προηγούµενο ερώτηµα 
εφαρµόζοντας τον ανάστροφο DFT µε χρήση της numpy.fft.ifft

i) Να συγκριθούν τα δύο σήµατα

j) Να εφαρµοσθεί ο DFT σε φάσµα που έχει υποστεί υποδειγµατοληψία.
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Συζυγείς Μιγαδικοί (Complex Conjugate)

u Δύο µιγαδικοί λέγονται συζυγείς εάν έχουν ίδιο πραγµατικό µέρος και 
αντίθετο φανταστικό µέρος

u Ο συζυγής του z = a + jb είναι ο z* = a-jb

u Σε πολικές συν/νες, εάν z =reφ, τότε z* = re-φ

u Συζυγείς µιγαδικοί έχουν το ίδιο µέτρο αλλά αντίθετη φάση

u Ιδιότητα: Το γινόµενο συζυγών µιγαδικών ισούται
µε το κοινό τους µέτρο στο τετράγωνο

u z z* = a2 + b2 = |z|2 = (a + jb)(a-jb)
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Παρατήρηση: Συµµετρία (Αναδίπλωση)

u Για Ν δείγµατα σήµατος x(n) που παίρνει πραγµατικές τιµές o DFT αποτελείται από Ν/2+1
διαφορετικές τιµές, για τις οποίες

I. Χ(0) = πραγµατικός

II. Χ(1), Χ(2), …,Χ(Ν/2 -1) µιγαδικοί

III. Χ(Ν/2) = πραγµατικός

IV. Χ(Ν/2+1), Χ(Ν/2+2), …Χ(Ν-1) συζυγείς µιγαδικοί των (ΙΙ) και µάλιστα 

u Χ(Ν/2-q) = X*(N/2+q), q = 1, 2,… N/2-1

u Να αποδειχθεί µαθηµατικά…

u Υπόδειξη: Αν k1 = 1, 2, …Ν/2-1 και k2 = N-1, N-2 , …N/2+1, τότε k2 = N-k1 και εφαρµόζω τη σχέση 

u Το γεγονός αυτό είναι άµεση απόρροια του Θεωρήµατος Δειγµατοληψίας. Παράδειγµα:

u x(t) = Α sin(ωt) ----- (δειγµατοληψία) x(n) = A sin(ωnΤs) = A sin(ω/Fs n) 

u ω = 2π => αντιστοιχεί σε συχνότητα Fs

u Στην Fs/2 (ω = π => k=N/2) εµφανίζεται αναδίπλωση του φάσµατος
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Συµµετρία 
στην Άσκηση
u Πράγµατι, το φάσµα 

µέτρου και το φάσµα 
φάσης που είδαµε στην 
άσκηση είναι:

u Αναδίπλωση γύρω από 
την fs/2 στο φάσµα 
µέτρου και στο φάσµα 
φάσης

u Οι φάσεις για f> fs/2 
είναι αντίθετες εκείνων 
για f<fs/2
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Σύνοψη

u Ο DFT είναι:

u Περιοδική συνάρτηση της συχνότητας f µε περίοδο fs (ω µε περίοδο 2π)

u Παρουσιάζει συµµετρία συζυγούς (αναδίπλωση) στη συχνότητα fs/2

u Για κάθε k το Χ(k) µου δίνει το φάσµα στη συχνότητα

u𝑓, = 𝑘 -!
.
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O DFT σε µορφή Πινάκων



Εναλλακτική Αναπαράσταση του DFT

u Συναρτήσεις Βάσης:

u 𝑊,
-. = 𝑒/012.-/,

u O DFT γίνεται: 

u 𝑋 𝑘 = ∑-45,/6𝑥 𝑛 𝑊,
-. 𝜇𝜀 𝑘 = 0, . . . , 𝑁 − 1



Fast Fourier Transform (FFT)

u Αναφέρεται σε µια σειρά από αποδοτικούς αλγόριθµους 
υπολογισµού του DFT που βασίζονται σε ιδιότητες των 
συναρτήσεων βάσης του µετασχηµατισµού για να 
αποφύγουν περιττούς υπολογισµούς:

u Όταν Ν = 2x (δύναµη του δύο) αξιοποιούν τα εξής:

1. Periodicity 𝑊,
-. = 𝑊,

-(.7,)

2. Complex Conjugate Symmetry 

u𝑊.
/01 = (𝑊.

01) ∗= 𝑊.
(./0)1



Σύγκριση Πολυπλοκότητας DFT και FFT

u Για N-point DFT η πολυπλοκότητα
αλγορίθµου είναι:

u Ο(Ν2) του DFT

u O(N log N) του FFT



H αρχή της απροσδιοριστίας στην ανάλυση σηµάτων

u Είσοδος DFT:
u Σήµα σηµείων [x(0), x(1), …x(N-1)], οµοιόµορφα κατανεµηµένων διακριτών αριθµών που 

έχουν ληφθεί σε τακτά χρονικά διαστήµατα Τs και έχει συνολική διάρκεια ΔΤ=ΝΤs

u Έξοδος DFT
u Φάσµα σηµείων [Χ(0), Χ(1), …Χ(Ν-1)], οµοιόµορφα κατανεµηµένων στο διάστηµα 0-fs. 

u Εποµένως, η ανάλυση στη συχνότητα είναι 
u Δf=1/ΔΤ = 1/(ΝΤs) = fs/N

u Προσέξτε ότι (µε σταθερό fs):
u Όσο αυξάνεται το Ν (µε σταθερή fs) µειώνεται το Δf, δηλαδή αυξάνεται η ανάλυση στη 

συχνότητα

u Όµως αύξηση του Ν αντιστοιχεί σε αύξηση της διάρκειας του σήµατος το οποίο 
µετασχηµατίζεται

u Επειδή ο DFT θεωρεί ότι το φάσµα είναι σταθερό στο χρόνο (στάσιµο κύµα)
u Αύξηση της διάρκειας Ν αντιστοιχεί σε µείωση της ανάλυσης στο χρόνο



The Uncertainty Principle

u An important practical issue in applications of DFT is the issue of resolution, 
that is frequency versus time (or space) resolutions. Resolution is the ability 
to resolve the details of a signal in time or frequency or space. For 
example a satellite imaging system may have a resolution of 1 metre which 
means that it cannot capture details or objects smaller than 1 metre. 
Similarly, the frequency resolution of DFT is the width of each DFT bin 
between two successive discrete frequencies. The ability to resolve two 
closely spaced frequencies is inversely proportional to the DFT length, 
that is the length of the input signal. 

u Από το βιβλίο του Saeed V. Vaseghi 2007, Multimedia Signal Processing
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DFT - Σύνοψη

𝑋 𝑘 = '
023

./4

𝑥 𝑛 𝑒/567 ⁄10 . 𝑘 = 0, . . . , 𝑁 − 1, 𝑛 = 0,… ,𝑁 − 1

𝛮: 𝜏𝜊 𝜇𝜂𝜅𝜊𝜍 𝜏𝜊𝜐 𝜎ή𝜇𝛼𝜏𝜊𝜍 𝜋𝜊𝜐 𝜇𝜀𝜏𝛼𝜎𝜒𝜂𝜇𝛼𝜏ί𝜁𝜀𝜏𝛼𝜄 𝜎𝜀 𝜋𝜆ή𝜃𝜊𝜍 𝛿𝜀𝜄𝛾𝜇ά𝜏𝜔𝜈

𝑛: διακριτό𝜍 𝛿𝜀ί𝜅𝜏𝜂𝜍 𝜒𝜌ό𝜈𝜊𝜐 (𝛼𝜈𝜏𝜄𝜎𝜏𝜊𝜄𝜒𝜀ί 𝜎𝜀 𝜒𝜌ό𝜈𝜊 𝑡𝑛 =
𝑛
𝑓𝑠

𝑘: 𝛿𝜄𝛼𝜅𝜌𝜄𝜏ό𝜍 𝛿𝜀ί𝜅𝜏𝜂𝜍 𝜎𝜐𝜒𝜈ό𝜏𝜂𝜏𝛼𝜍 ( 𝛼𝜈𝜏𝜄𝜎𝜏𝜊𝜄𝜒𝜀ί 𝜎𝜀 𝜎𝜐𝜒𝜈. 𝑓1 = ⁄𝑘 𝑓9 𝑁 )



Εργαστηριακό Μέρος

u Να επιβεβαιωθεί η γραµµικότητα και η χρονική ολίσθηση του DFT για 
ηµιτονοειδή σήµατα 

u Π.χ. fs = 44100, N = 1000, n0 = 20 (η ολίσθηση σε δείγµατα)
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