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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΙΙ
3. Μέτρα Κεντρικής Τάσης, Θέσης & Μεταβλητότητας

Εκτός απο τις γραφικές παραστάσεις και τους πίνακες, είναι αναγκαίο στη μελέτη ποσοτικών μεταβλητών να ορίσουμε μερικά αριθμητικά μεγέθη, τα οποία καθορίζουν

α)  το «κέντρο» των τιμών μας (μέτρα κεντικής τάσης) ή τη θέση κάποιων χαρακτηριστικών τιμών του δείγματος ή του πληθυσμού στο χώρο (μέτρα θέσης)  ή

β)  τον "τρόπο" μεταβολής των δεδομένων (μέτρα μεταβλητότητας ή διασποράς)

Προτού προχωρήσουμε λοιπόν στους μαθηματικούς ορισμούς των μεγεθών αυτών, θα θέλαμε να δώσουμε στον αναγνώστη μερικούς συμβολισμούς και να κάνουμε κάποιες συμβάσεις:

1. Το μετρήσιμο χαρακτηριστικό (μεταβλητή) θα συμβολίζεται στο εξής με Χ, ενώ οι τιμές που παρατηρήσαμε στο δείγμα με x1, x2, ..., xn. Χάρην ευκολίας οι τιμές αυτές θα θεωρούνται στο εξής οτι βρίσκονται σε σειρά αύξουσα, συνεπώς x1 είναι η μικρότερη τιμή και xn η μεγαλύτερη τιμή του δείγματος.

2. Συμβολισμοί αθροίσματος:







3. Τα μέτρα θέσης & μεταβλητότητας είναι έννοιες που αναφέρονται και στο δείγμα και στον πληθυσμό. Αν δηλ. μετρούσαμε όλα τα άτομα του πληθυσμού, θα υπολογίζαμε τα χαρακτηριστικά αυτά για ολόκληρο τον πληθυσμό. Επειδή στη συνέχεια αναφερόμαστε στο δείγμα και όχι σε ολόκληρο τον πληθυσμό, τα χαρακτηριστικά αυτά, τα ονομάζουμε Δειγματικά. 

Σημείωση: Τα δειγματικά αυτά μεγέθη χρησιμοποιούνται για να "εκτιμήσουν" τα αντίστοιχα πληθυσμιακά, (π.χ. η δειγματική μέση τιμή (

), εκτιμάει τη μέση τιμή του πληθυσμού (μ) και η δειγματική διακύμανση (S2), τη διακύμανση του πληθυσμού (σ2)). 

4. Η σχηματική παράσταση των δειγματικών μεγεθών που θα οριστούν στη συνέχεια, γίνεται με βάση τη συνεχή καμπύλη της πυκνότητας πιθανότητας του πληθυσμού και όχι με βάση το πολύγωνο συχνοτήτων, που θα ήταν σωστότερο. Ο λόγος είναι, οτι η συνεχής καμπύλη του πληθυσμού προσφέρει καλύτερη εποπτεία των εννοιών αυτών, οι οποίες μπορεί να ορίζονται για το δείγμα και για τον πληθυσμό με τον ίδιο τρόπο.

Οι παρακάτω 20 μετρήσεις της βαθμολογίας κάποιων μαθητών στα Μαθηματικά, θα μας χρησιμεύσουν σαν παράδειγμα στους ορισμούς που θα δώσουμε στη συνέχεια.
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3.1. Μέση Τιμή

Η μέση τιμή (mean ή average), είναι ίσως το πιο σημαντικό μέτρο θέσης των παρατηρήσεων. Η πιο φυσιολογική ερώτηση που έρχεται στο μυαλό κάποιου όταν του παρουσιάζουν μια σελίδα γεμάτη αριθμούς διαφορετικούς μεταξύ τους, είναι: "Ποιός είναι ο μέσος όρος;" Η μέση τιμή του δείγματος, που ονομάζεται και δειγματικός μέσος, υπολογίζεται βέβαια απο τον πολύ απλό τύπο






Στο συγκεκριμένο παράδειγμα έχουμε 






Μπορούμε να πούμε λοιπόν οτι κατα μέσο όρο η βαθμολογία των παιδιών ήταν 13.89 ή 13,9 στρογγυλοποιώντας σε ένα δεκαδικό ψηφίο. Η μέση τιμή δίνει πληροφορίες για τη θέση των δεδομένων μας πάνω στον άξονα των x. 

 Η μέση τιμή αν και χρησιμοποιείται συχνότατα, αφού μπορεί να συνοψίζει αρκετές πληροφορίες για το δείγμα (ή τον πληθυσμό) σε έναν μόνο αριθμό, έχει δύο σοβαρά μειονεκτήματα, που μπορεί να οδηγήσουν σε παρερμηνείες: 

1) Επηρεάζεται πολύ απο τις ακραίες τιμές. Παρατηρήστε στις παραπάνω μετρήσεις, οτι αν η μικρότερη τιμή, αντί για 12.2 ήταν 12.7 και η μεγαλύτερη αντί για 15.7 ήταν 15.1, η νέα μέση τιμή θα ήταν 13.845. Και αν η διαφορά δεν φαίνεται μεγάλη στους παραπάνω αριθμούς, παρατηρήστε τι συμβαίνει στις παρακάτω 9 μετρήσεις:

3, 6,  6.5,  7,  7.2,  7.6,  7.9,  8, 11                                (1)

Η μέση τιμή είναι 7.13, ενώ για τις μετρήσεις

5, 6,  6.5,  7,  7.2,  7.6,  7.9,  8, 8.2                                (2)

η μέση τιμή γίνεται 6.6.

2) Δεν εκφράζει πάντοτε μια δυνατή τιμή της μεταβλητής. Π.χ. στις παρακάτω μετρήσεις του αριθμού των παιδιών 10 οικογενειών

2, 3, 4, 1, 2, 4, 0, 0, 0, 1

έχουμε 

 = 1.7 παιδί!
Για τους λόγους αυτό υπάρχουν και άλλα μέτρα εκτίμησης της θέσης των παρατηρήσεων (διάμεσος).

3.2. Διάμεσος

  Είναι η "μεσαία" παρατήρηση, δηλ. η παρατήρηση η οποία είναι μεγαλύτερη απο το 50%  και μικρότερη απο το 50% των υπολοίπων παρατηρήσεων. Εχοντας κατατάξει τις παρατηρήσεις σε αύξουσα σειρά, η διάμεσος (median), που συμβολίζεται με Δ, είναι η παρατήρηση που βρίσκεται ακριβώς στη μέση. 



Δηλαδή στις 101 παρατηρήσεις, η διάμεσος θα είναι η 51η παρατήρηση. Πράγματι η παρατήρηση αυτή είναι μεγαλύτερη απο 50 παρατηρήσεις (1η - 50η) και μικρότερη απο άλλες 50 (52η - 101η). Σε περίπτωση βέβαια που οι παρατηρήσεις είναι περιττές, τότε η μεσαία παρατήρηση βρίσκεται εύκολα. Αν όμως είναι άρτιες, τότε παίρνουμε σαν διάμεσο το μέσο όρο των δύο μεσαίων παρατηρήσεων. Αν δηλ. έχουμε n = 100, τότε παίρνουμε το μέσο όρο της 50ης και της 51ης παρατήρησης. Στο παράδειγμα (1) με τις 9 μετρήσεις

3, 6,  6.5,  7,  7.2,  7.6,  7.9,  8, 11                                

έχουμε 

Δ =  7.2    (η 5η παρατήρηση, αφήνει 4 πάνω και 4 κάτω)

Στο παράδειγμα με τις 20 μετρήσεις της βαθμολογίας, επειδή έχουμε 20 τιμές, η διάμεσος θα είναι ο μέσος όρος της 10ης και της 11ης παρατήρησης, δηλ. (13,6+13,8)/2 = 13,7
Αν υπολογίσουμε τη μέση τιμή και τη διάμεσο, μπορούμε να δούμε αν η κατανομή μας είναι:

1) συμμετρική (όταν η μέση τιμή είναι ΙΣΗ με τη διάμεσο)

2) θετικά ασύμμετρη (όταν η μέση τιμή είναι ΜΕΓΑΛΥΤΕΡΗ από τη διάμεσο)

3) αρνητικά ασύμεμτρη (όταν η μέση τιμή είναι ΜΙΚΡΟΤΕΡΗ από τη διάμεσο)

3.3. Κορυφή (ή επικρατούσα τιμή)

Η κορυφή (mode), είναι η τιμή που εμφανίζεται με τη μεγαλύτερη συχνότητα, στο δείγμα. Συμβολίζεται με Μο. Στα διακριτά δεδομένα βρίσκεται εύκολα, αφού αντιστοιχεί στη μεγαλύτερη συχνότητα. 

Στα ομαδοποιημένα συνεχή δεδομένα η Επικρατούσα Τιμή βρίσκεται στην κλάση με τη μεγαλύτερη συχνότητα (μπορούμε να πάρουμε το ΚΕΝΤΡΟ της κλάσης χωρίς μεγάλο σφάλμα).
3.4 Εκατοστημόρια-Τεταρτημόρια.

Το Κ-εκατοστημόριο (percentile) μιας σειράς μετρήσεων, είναι η μέτρηση που έχει την ιδιότητα το Κ% των υπολοίπων μετρήσεων να είναι μικρότερες απο αυτήν. Το 90-ποσοστιαίο σημείο αφήνει προς τα κάτω 90% των μετρήσεων και προς τα πάνω το 10%. Τα σημεία αυτά συμβολίζονται με PK. Σχηματικά, δηλ.




 Η διάμεσος είναι το P50 (50-ποσοστιαίο σημείο). Μια άλλη κατηγορία ποσοστιαίων σημείων, είναι τα τεταρτημόρια (quartiles), που συμβολίζονται με Q1, Q2, Q3 και είναι αντίστοιχα τα P25, P50 και P75

[image: image1.wmf]
Τεταρτημόρια.

Στο παράδειγμά μας, μετά την κατάταξη των τιμών σε αύξουσα σειρά, για το 90%-ποσοστιαίο σημείο έχουμε: ο αριθμός των παρατηρήσεων είναι 20, συνεπώς 20x90/100=18 και είναι φανερό οτι ο μέσος όρος 18ης και 19ης παρατήρησης (14.9 και 15), δηλ. ο αριθμός 14.95, αφήνει το 90% των παρατηρήσεων προς τα κάτω και το υπόλοιπο 10% προς τα πάνω. Για τα τεταρτημόρια, έχουμε 20x25/100=5, συνεπώς το πρώτο τεταρτημόριο είναι ο μέσος όρος 5ης και 6ης παρατήρησης δηλ. Q1=13.3 και 20x75/100=15, άρα το τρίτο τεταρτημόρια είναι ο μέσος όρος 15ης και 16ης παρατήρησης, Q3=14.6. 

Από τα Τεταρτημόρια μπορούμε να δούμε αν η κατανομή μας είναι:
4) συμμετρική (όταν η διαφορά Q3-Q2 είναι ΙΣΗ με τη διαφορά Q2-Q1)

5) θετικά ασύμμετρη (όταν η διαφορά Q3-Q2 είναι ΜΕΓΑΛΥΤΕΡΗ από τη διαφορά Q2-Q1)

6) αρνητικά ασύμεμτρη (όταν η διαφορά Q3-Q2 είναι ΜΙΚΡΟΤΕΡΗ από τη διαφορά Q2-Q1)

Στο παράδειγμα με τη βαθμολογία, έχουμε Q1=13.3,  Q2=13.7 (διάμεσος) και Q3=14.6, οπότε Q3-Q2=0.9 και Q2-Q1=0.4, άρα η κατανομή είναι θετικά ασύμμετρη. Αυτό ήταν εμφανές επίσης και από τη μέση τιμή (13,9) που είναι μεγαλύτερη απο τη διάμεσο. 
3.5. Εύρος των μετρήσεων

Μέχρι στιγμής εξετάσαμε τα μέτρα θέσης. Γεννιέται όμως το ερώτημα: Είναι αυτά αρκετά για να καθορίσουν τη μορφή μιας κατανομής; Ρίχνοντας μια ματια στις παρακάτω δύο ομάδες μετρήσεων, παρατηρούμε οτι αυτές έχουν ίσες μέσες τιμές (6) και ίσες διαμέσους (6), όμως οι ομάδες αυτές σίγουρα είναι πολύ διαφορετικές μεταξύ τους.

(Ι) 3, 4, 5, 6, 6, 7, 8, 9

(ΙΙ) 5, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 7

Η πρώτη ομάδα παρατηρήσεων φαίνεται να απλώνεται περισσότερο πάνω στον άξονα x, απο τη δεύτερη. Από μονες τους, η μέση τιμή ή η διάμεσος δεν μπορούν να μας δώσουν πληροφορίες για το αν δηλαδή οι τιμές του δείγματος απέχουν πολύ ή λίγο μεταξύ τους ή αλλιώς τον βαθμό εξάπλωσης (διασποράς) που παρουσιάζουν τα δεδομένα. Η μέση τιμή μάς δείχνει τη θέση της κατανομής των τιμών μας, το "κέντρο" της με άλλα λόγια, δεν μας λέει όμως τίποτα για το πόσο απέχουν οι υπόλοιπες τιμές απο αυτό το κέντρο. Η ανάγκη να περιγραφούν οι μεταβολές γύρω από τη μέση τιμή, μας οδηγεί στην εισαγωγή κάποιων άλλων χαρακτηριστικών, που ονομάζονται μέτρα ή χαρακτηριστικά μεταβλητότητας. Το πιο απλό τέτοιο μέτρο, που θα ζήταγε κάποιος είναι το Εύρος (range) των μετρήσεων, δηλαδή πόσο απέχει η μεγαλύτερη τιμή απο τη μικρότερη. Συμβολικά

            


R = xn - x1 

Στο παραδειγμά μας έχουμε R = 15.7 - 12.2 = 3.5. Το εύρος αν και αποτελεί βέβαια μια πρώτη προσέγγιση στο πρόβλημα της μεταβλητότητας των παρατηρήσεων, δεν είναι αρκετό για να μας δώσει όλες τις πληροφορίες. Στην πραγματικότητα δεν είναι δυνατόν να μας δώσει χρήσιμες πληροφορίες για τον τρόπο της κατανομή των τιμών γύρω απο το μέσο. Πράγματι το εύρος είναι ιδιαίτερα ευαίσθητο στις ακραίες τιμές αφου ουσιαστικά εξαρτάται μόνο απο αυτές. 
Ένα άλλο μέτρο μεταβλητότητας είναι το Ενδοτεταρτομοριακό Ευρος, που είναι η διαφορά Q3 – Q1. Αυτό το εύρος περιλαμβάνει το κεντρικό 50% των μετρήσεων μας (από το 25% μέχρι το 75%). 

3.6. Διακύμανση
Αν κάποιος προσπαθήσει να βρεί ένα μέτρο για τον υπολογισμό της συνολικής μεταβλητότητας των τιμών γύρω απο τη μέση τιμή, το μυαλό του θα πάει αρχικά στην εύρεση όλων των αποστάσεων απο το μέσο και στη συνέχεια στην πρόσθεση των αποτελεσμάτων. Δηλαδή θα υπολογίσει τα (x1- 

), (x2 - 

), ..., (xn - 

) και θα τα προσθέσει. Ομως 

(x1- 

) + (x2 - 

) + ... + (xn - 

) = x1 + x2 + ... + xn - n

 = 0

Αυτό οφείλεται στο γεγονός οτι όσες είναι συνολικά οι αρνητικές αποκλίσεις απο τη μέση τιμή, τόσες είναι και οι θετικές. Tο πρόβλημα λύνεται κάνοντας όλες τις διαφορές αυτές θετικές, δηλ. παίρνοντας απόλυτες τιμές ή υψώνοντας στο τετράγωνο. Για καθαρά μαθηματικούς λόγους, έχει επικρατήσει η μέτρηση της συνολικής μεταβλητότητας γύρω απο τη μέση τιμή, να γίνεται με το άθροισμα των τετραγώνων, δηλ.

          (x1- 

)2 + (x2 -

)2 + ... + (xn - 

)2 

Στην περίπτωση αυτή η μέση μεταβλητότητα γύρω απο τη μέση τιμή, θα έπρεπε να είναι η παραπάνω ποσότητα διαιρούμενη με τον αριθμό των τιμών (n). Για λόγους που δεν θα εξηγηθούν προς το παρόν τουλάχιστον η διαίρεση δεν γίνεται με το n, αλλά με το n-1, οπότε προκύπτει η Διακύμανση (variance), που συμβολίζεται με S2: 






Στο παρακάτω σχήμα βλέπουμε πληθυσμούς με διαφορετικές διασπορές (

)




Στο παράδειγμά μας υπολογίζουμε οτι S2 = 0.73 βαθμοί2 . Η διασπορά, απο τον τρόπο που υπολογίστηκε, είναι φανερό ότι εκφράζει το πόσο κοντά στη μέση τιμή είναι οι τιμές τοης μεταβλητής μας. Αν δηλ. είναι μικρή (π.χ. ομάδα (ΙΙ)), οι τιμές βρίσκονται κοντά στο μέσο, ενώ αν είναι μεγάλη  (π.χ. ομάδα (Ι)), οι τιμές απλώνονται περισσότερο. Το εμφανές μειονέκτημα που έχει να μετριέται σε μονάδες μέτρησης διαφορετικές με αυτές των αρχικών παρατηρήσεων (δηλ. υψωμένες στο τετράγωνο - βλ. βαθμοί2), λύνεται εύκολα με τη χρήση της τετραγωνικής ρίζας.

3.7. Τυπική απόκλιση

Η Τυπική απόκλιση (Standard deviation) είναι η τετραγωνική ρίζα της διακύμανσης, δηλ.








Στο παράδειγμά μας S = 0,86 (βαθμοί).

3.8. O συντελεστής μεταβλητότητας

Μας ενδιαφέρει συχνά να συγκρίνουμε πληθυσμούς μεταξύ τους και να απαντήσουμε στο ερώτημα: Ποιός απο αυτούς έχει τη μεγαλύτερη μεταβλητότητα ή τίνος οι τιμές συγκεντρώνονται περισσότερο γύρω απο τη μέση τιμή; Και στις περιπτώσεις βέβαια που οι δύο πληθυσμοί έχουν ίσες μέσες τιμές, η απάντηση είναι προφανής: Mεγαλύτερη μεταβλητότητα παρουσιάζει ο πληθυσμός με τη μεγαλύτερη τυπική απόκλιση (διασπορά). Αν όμως οι μέσες τιμές των πληθυσμών δεν είναι ίσες, η χρήση της τυπικής απόκλισης για τη σύγκρισή τους δεν είναι σωστή. Πράγματι θεωρείστε τους παρακάτω πληθυσμούς Α και Β, τέτοιους ώστε ο Α να έχει μέση τιμή μΑ=3 και τυπική απόκλιση σΑ=2, ενώ ο Β να έχει μΒ=15 και σΒ=3. 

Τότε είναι φυσικό κάποιος να πεί οτι ο Β έχει μεγαλύτερη μεταβλητότητα απο τον Α, αφού ισχύει σΒ>σΑ, όμως είναι φανερό οτι οι τιμές του Β, βρίσκονται "πιο κοντά" στη μέση τιμή τους από οτι αυτές του Α. Υπολογίζοντας δηλ. τη μεταβλητότητα του Β ανά μονάδα μέσης τιμής (σΒ/μΒ=0.2) βλέπουμε οτι είναι πολύ μικρότερη απο την αντίστοιχη του Α (σΑ/μΑ=0.66). Το μέτρο της σχετικής μεταβλητότητας, που εκφράζει τη μεταβλητότητα ανά μονάδα μέσης τιμής, ονομάζεται Συντελεστής Μεταβλητότητας (coefficient of variation - CV) δηλ.
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Ο συντελεστής μεταβλητότητας εκφράζεται συνήθως σε ποσοστό (%), δηλ.
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Είναι φανερό οτι αν τα μεγέθη του πληθυσμού (μ και σ) δεν είναι διαθέσιμα, αλλά έχουμε τα αντίστοιχα δειγματικά μεγέθη (

 και S), ο δειγματικός συντελεστής μεταβλητότητας είναι 






ή



Ο συντελεστής μεταβλητότητας χρησιμοποιείται επίσης στις περιπτώσεις που συγκρίνουμε πληθυσμούς (ή δείγματα) που έχουν μετρηθεί με διαφορετική μονάδα μέτρησης. Π.χ. ένας πληθυσμός βρεφών, το ύψος των οποίων μετρήθηκε σε cm και έδωσε 

1=55 cm και S1= 5 cm, έχει μεγαλύτερη μεταβλητότητα απο έναν άλλο πληθυσμό ενηλίκων, με 

2 = 176 cm και S2 = 10 cm, αφού έχουμε CV1 = 5/55 = 0.5 (9%), CV2 = 10/176 = 0.33 (5.6%) και



CV1 > CV2   

AΣΚΗΣΕΙΣ 

ΙΙ-1) Για τα παρακάτω δεδομένα να βρείτε τη μέση τιμή, την επικρατούσα τιμή και την τυπική απόκλιση. 
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ΙΙ-2) Με τις παρακάτω μετρήσεις της ηλικίας σε ένα δείγμα 40 ατόμων, να βρείτε τα τρία τεταρτημόρια (Q1, Q2, Q3) και το 90% εκατοστημόριο.  
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Να υπολογίσετε ακόμα το ενδοτεταρτομοριακό εύρος. Είναι η κατανομή συμμετρική, θετικά ασύμμετρη ή αρνητικά ασύμμετρη;
ΙΙ-3) Aπο τους παρακάτω δύο πληθυσμούς (Α και Β), ποιός παρουσιάζει μεγαλύτερη μεταβλητότητα;
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