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Ισορροπία στερεού σώματος



Διάγραμμα ελευθέρου σώματος

-> Επιλέγομε το σώμα του οποίου η 
ισορροπία μας ενδιαφέρει και σχεδιάζομε  το 
περίγραμμά του απομονωμένο από τα 
υπόλοιπα σώματα.

Κατασκευή

Διάγραμμα 

ελευθέρου σώματος

-> «Τοποθετούμε» (σημείο εφαρμογής) 
όλες τις εξωτερικές δυνάμεις που
ασκούνται στο σώμα : Αντιδράσεις στα 
σημεία στήριξης, βάρος και δυνάμεις από τα 
σώματα που «αποκόπτονται». 

-> «Δείχνομε» όποια άλλα στοιχεία είναι 
γνωστά από τις εξωτερικές δυνάμεις : μέτρο 
ή κατεύθυνση

-> Δείχνομε όποιες διαστάσεις είναι γνωστές



Αντιδράσεις σε στηρίξεις και συνδέσεις
Στηρίξεις «δύο διαστάσεων» – 2D

-> Στηρίξεις ισοδύναμες με μια δύναμη με 
γνωστή γραμμή επενέργειας : κυλίσεις, 
επιφάνειες χωρίς τριβή. Εμποδίζουν την 
κίνηση του σώματος  σε μια μόνο 
κατεύθυνση. 
1 Άγνωστος : Το μέτρο της δύναμης 

-> Στηρίξεις ισοδύναμες με μια δύναμη 
άγνωστη κατά μέτρο και κατεύθυνση : 
αρθρώσεις, επιφάνειες με τριβή. 
Εμποδίζουν την κίνηση του σώματος προς 
όλες τις κατευθύνσεις – επιτρέπουν 
περιστροφή. 
2 Άγνωστοι : Μέτρο και κατεύθυνση 

-> Στηρίξεις ισοδύναμες με μια δύναμη 
και μια ροπή : πακτώσεις. Εμποδίζουν 
οποιαδήποτε κίνηση ή περιστροφή του 
σώματος. 
3 Άγνωστοι : Συνήθως οι δύο 
συνιστώσες της δύναμης και η ροπή



Ισορροπία στερεού σώματος στις δύο διαστάσεις
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-> Το στερεό σώμα του σχήματος έχει σταθερό 
πάχος (κατά τον άξονα z). Την ισορροπία του 
μπορούμε να  εξετάζομε τότε στις δύο 
διαστάσεις - επίπεδο  xy. 

-> Μια οποιαδήποτε μετακίνηση του σώματος 
στο επίπεδο αυτό μπορεί να αναλυθεί σε : μια 
μεταφορά κατά τον άξονα των x, μια μεταφορά
κατά τον άξονα y και μια περιστροφή. Λέμε ότι 
το σώμα διαθέτει 3 βαθμούς ελευθερίας στο 
επίπεδο.

-> Προκειμένου να αναγκάσομε το σώμα να 
ισορροπήσει υπό την επίδραση τυχουσών 
δυνάμεων πρέπει να  "περιορίσομε" και τους 
τρεις αυτούς βαθμούς ελευθερίας.

(2) Με χρήση μιας άρθρωσης και μιας κύλισης

-> Στο Σχήμα φαίνονται τρεις τρόποι να 
κάνομε κάτι τέτοιο :

(1) Με χρήση τριών κυλίσεων

(3) Με χρήση μιας πάκτωσης



Ισορροπία στερεού σώματος στις δύο διαστάσεις
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Αν  οι εξωτερικές δυνάμεις είναι γνωστές, 
τότε στις παραπάνω 3 εξισώσεις, μόνοι 
άγνωστοι είναι οι όποιες τρείς αντιδράσεις 
των στηρίξεων, οι οποίες μπορούν να 
προσδιορισθούν με λύση του συστήματος. 

Για την περίπτωση του επιπέδου, οι συνθήκες 
ισορροπίας του σώματος "εκπίπτουν" στις 
εξής :

Σ Fx = 0   Σ Fy = 0 Σ Μο = 0
                όπου Ο τυχόν σημείο του επιπέδου.

Οι τρόποι "στήριξης" που φαίνονται στο 
σχήμα επιλέχθηκαν κατά τέτοιο τρόπο που 
να υπάρχουν τρεις μόνο άγνωστες 
αντιδράσεις  (δυνάμεις ή ροπές) οι οποίες 
μπορούν να προσδιορισθούν με επίλυση των 
εξισώσεων ισορροπίας. 
Λέμε τότε ότι οι αντιδράσεις είναι "στατικά 
προσδιοριζόμενες" (statically determined). 
Λέμε επίσης ότι ο "φορέας είναι 
ισοστατικός".



Ισορροπία στερεού σώματος στις δύο διαστάσεις
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Στηρίξεις με  "στατικά προσδιοριζόμενες" 
αντιδράσεις δεν είναι οι μοναδικές που 
επιτρέπονται στις κατασκευές. 

Στο Σχήμα φαίνονται μερικές στηρίξεις όπου 
οι αντιδράσεις είναι περισσότερες από τρεις. 
Λέμε τότε ότι οι αντιδράσεις είναι "στατικά μη 
προσδιοριζόμενες" ή ότι ο φορέας είναι 
"υπερστατικός".

Στις περιπτώσεις αυτές οι αντιδράσεις δεν 
μπορούν κατά κανόνα να προσδιορισθούν 
από τις εξισώσεις ισορροπίας : Μας 
χρειάζονται άλλες μέθοδοι που λαμβάνουν 
υπ' όψιν το υλικό και τις παραμορφώσεις που 
υφίσταται εξ αιτίας των φορτίσεων. 
(Μέθοδος πεπερασμένων στοιχείων, 
"Σχεδιασμός Μηχανών με Η/Υ)



Ισορροπία στερεού σώματος στις δύο διαστάσεις
Παραδείγματα

Η δοκός του σχήματος στηρίζεται στο 
σημείο Α με κύλιση και στο σημείο Β με 
άρθρωση. Να βρεθούν οι αντιδράσεις 
στις στηρίξεις αν το βάρος θεωρηθεί 
αμελητέο.

Σχεδιάζομε το διάγραμμα ελευθέρου 
σώματος.

Διάγραμμα ελευθέρου σώματος

x

+

Σ Fx =0 => Bx = 0 

Σ Fy = 0 => A+By+(-15)+(-6)+(-6) =0=>

          A+By  = + 27  ΚΝ     (1)

Σ ΜΑ = 0 => Α*0 + (15*3)-(Βy*9)+  
                      (6*11)+(6*13) = 0  = >

   By = + 21 ΚΝ
και από την (1)

Α = + 6 ΚΝ



Ισορροπία στερεού σώματος στις δύο διαστάσεις
Παραδείγματα

Διάγραμμα ελευθέρου σώματος

Γερανός με μάζα 1000 Kg στηρίζεται στο 
σημείο Α με άρθρωση και στο Β με 
κύλιση. Υπολογίσετε τις αντιδράσεις στα 
σημεία στήριξης όταν σηκώνει κιβώτιο 
μάζας 2400 Κg. 

Σχεδιάζομε το διάγραμμα ελευθέρου 
σώματος.

x

+

  Σ Fx =0 => Ax + B = 0            (1)

 Σ Fy = 0 => Ay+(-9.81)+(-23.5)=0=>

          Ay  = + 33.3 KN      

  Σ ΜΑ = 0 =>-(B*1.5) + (9.81*2) +  
                      (23.5*6) = 0  = >

                       B = + 107.1 KN

και από την (1)
          Αx = - 107.1 KN



Ισορροπία στερεού σώματος στις δύο διαστάσεις
Παραδείγματα

Κατασκευή

Διάγραμμα 

ελευθέρου σώματος

Βαγονέτο κρατιέται με συρματόσχοινο ακίνητο 
σε σιδηροτροχιά κλίσης 65ο. Το μεικτό βάρος  
του βαγονέτου είναι 5500 Κp και το κέντρο 
βάρους φαίνεται στο Σχήμα. Να προσδιορισθεί η 
δύναμη στο καλώδιο και οι αντιδράσεις στους 
τροχούς. 

Σχεδιάζομε το διάγραμμα ελευθέρου σώματος.
Αναλύομε το βάρος σους άξονες x και y :
 Bx= +B*συν(25ο) = + 4980 Κp
 By= - B*συν(65ο) = -  2320 Κp

Συνθήκες ισορροπίας :

Σ Fx =0 => T + 4980 = 0  => T = - 4980 Kp  

Σ ΜΑ = 0 =>+(2320*25) + (4980*6) -  
                      (R2*50) = 0  = >
                       R2 = + 1758 Kp
 
  Σ Fy = 0 => R1 + 1758 + (-2320)=0=>
  R1 = + 562 Kp      

65o

Χ
Υ



Ισορροπία στερεού σώματος στις δύο διαστάσεις
Παραδείγματα

Κατασκευή

Διάγραμμα 

ελευθέρου σώματος

Ο βραχίονας του γερανού «κρατά» ακίνητο 
βάρος 1600 Κp – σχήμα.  Το βάρος του γερανού 
είναι 4300 Kp – το κέντρο βάρους (ΚΒ) 
φαίνεται στο σχήμα επίσης.  Προσδιορίσετε τις 
αντιδράσεις σε κάθε τροχό. 

Σχεδιάζομε το διάγραμμα ελευθέρου σώματος.

Μήκος οριζόντιας προβολής του βραχίονα :
 Bx= 6 m*συν(15ο) = 5.79 m
 
Συνθήκες ισορροπίας :
       
Σ ΜB = 0 =>-[1600*(5.79-4.3)] + (4300*4.7) -  
                      (Rc*5.2) = 0  = >
                       Rc = + 3428.08 Kp
 
Σ Fy = 0 => (-1600) + RΒ + (-4300)+3428.08=0=>
  RB = + 2471.91 Kp      

1600 Κp
RB

Rc

4300 Κp

5.79 m

x

+



Ισορροπία στερεού σώματος στις δύο διαστάσεις
Παραδείγματα

Διάγραμμα 

ελευθέρου σώματος

Πόσο πρέπει να εκταθεί ο βραχίονας για να 
αρχίσει να ανατρέπεται ο γερανός; 

Όταν αρχίζουν να ανασηκώνονται οι μπροστινοί 
τροχοί, Rc =0. Οπότε :   
       
Σ ΜB = 0 =>-[1600*(Χ-4.3)] + (4300*4.7) -  
                      (0*5.2) = 0  = >
                       Χ = 16.93 m

Αν ο βραχίονας εκταθεί προς την αντίθετη 
κατεύθυνση τότε ενδέχεται να αρχίσουν να 
ανασηκώνονται  οι πίσω τροχοί. 

 Όταν αρχίζουν να ανασηκώνονται οι πίσω τροχοί, RΒ

=0. Οπότε :   
       
Σ ΜC = 0 =>- 4300*0.5 + [1600*(Χ-0.9)] = 0  = >

                       Χ = 2.24 m

1600 Κp
RB

Rc

4300 Κp

X m

x

+



Ισορροπία στερεού σώματος στις δύο διαστάσεις
Παραδείγματα

Ο στρόφαλος του σχήματος είναι αρθρωμένος 
στο σημείο Ο και συγκρατείται με την βοήθεια 
της ράβδου στο Α και των σχοινιών στα Α και C. 
Τα σχοινιά αντέχουν 180 Ν. Ποιο είναι το εύρος 
τιμών που επιτρέπεται να εξασκεί το σχοινί C 
ούτως ώστε ούτε τα σχοινιά να χαλαρώσουν 
ούτε να κοπούν. 

Συνθήκη ισορροπίας :
       
Σ Μο = 0 =>+[400*60] - TΒ*40 - TC*120 = 0

Παριστάνομε γραφικά την παραπάνω γραμμική σχέση. 
Παρατηρούμε ότι όσο αυξάνεται η ΤC μειώνεται η 
απαιτούμενη TΒ. 

Η τιμή της ΤC για την οποία αντέχει μόλις το σχοινί 
στο Β προκύπτει από την παραπάνω σχέση για TΒ = 
180 : TC = 140 Ν  

Άρα η TC μπορεί να μεταβάλλεται από :
               140 .. 180 Ν. 

TB

Tc

200 Nt

600 Nt



Ισορροπία στερεού σώματος στις δύο διαστάσεις
Παραδείγματα

Κατασκευή

Διάγραμμα 

ελευθέρου σώματος

Ο μοχλός BCD είναι αρθρωμένος στο C. Πόση 
δύναμη εξασκεί στη ράβδο ΑΒ αν η P = 200 Ν; 
Προσδιορίσετε επίσης τις αντιδράσεις στην 
άρθρωση. 

Σχεδιάζομε το διάγραμμα ελευθέρου σώματος.
Υπολογίζομε τη γωνία φ που σχηματίζει η CB με τον 
άξονα Χ :
 φ = τοξ[εφ(30/40)] = 36.87ο .
Οπότε η γωνία που σχηματίζει η δύναμη (της 
ράβδου) Pb με τον άξονα Χ είναι 

θ= 90ο – φ = 53.13ο .
Επίσης BC2 = 302 + 402 => BC = 50 mm 
Συνθήκες ισορροπίας :     
Σ ΜC = 0 =>+[P*75] - (Pb*50) = 0  = >
                                             Pb = 300 N
Σ Fx = 0 => P + Cx + Pbx = 200 + Cx + 

+ 300*συν(53.13ο) = 0 => 
                                 Cx = - 480 Ν      
Σ Fy = 0 => Cy + Pby = Cx + 

+ 300*ημ(53.13ο) = 0 => 
  Cy = - 240 Ν

Pb

36.87o 53.13o 

xx



Ισορροπία στερεού σώματος στις δύο διαστάσεις
Παραδείγματα

Πυλώνας μήκους L, που βρίσκεται υπό γωνία α ως προς το οριζόντιο επίπεδο, 
είναι αρθρωμένος στο σημείο Ο και συγκρατείται με την βοήθεια του 
συρματοσχοίνου ΑΒ. Αν το βάρος του πυλώνα είναι G και στο άκρο του 
συγκρατεί βάρος Βα, υπολογίστε την δύναμη F στο συρματόσχοινο καθώς και 
τις αντιδράσεις Ox και Οy στην άρθρωση. Επιλύσετε το πρόβλημα με 
παραμέτρους : την γωνία α, το μήκος ΑΟ και το μήκος ΟΒ.

Λίγη γεωμετρία για να προσδιορίζομε την απόσταση d της F  από την άρθρωση : 

                                                 ΑΒ2 = ΑΟ2 + ΟΒ2 + 2*ΑΟ*ΟΒ*συν(180ο – α)    
ημ(θ)/ΑΟ = ημ(180ο – α)/ΑΒ => ημ(θ) = (ΑΟ/ΑΒ)*ημ(α)    (1)
  d = l * ημ(θ)                   (2)
Συνθήκες ισορροπίας :     

Σ Μο = 0 => -F*d + G*(L/2*συν(α)) + Βα*(L*συν(α)) = 0  = >
                                            

α 

θ Ll

A

O

B
Βα

G

F

d



Ισορροπία στερεού σώματος στις δύο διαστάσεις
Παραδείγματα

Σ Μο = 0 => -F*(l*ημ(θ)) + G*L*συν(α)/2 + Βα*L*συν(α) = 0  = >
                                            
(αν λάβομε υπ’ οψιν την (1) και (2)  )       F = (L*AB/(l*AO*εφα))*(Βα + G/2)

Λίγη γεωμετρία ακόμη : φ=α-θ, ω=180ο – φ = 180ο +α-θ, ζ=90ο +φ = 90ο +α-θ

Σ Fx = 0 => Ox + F*συν(ω) = 0 => Ox = -F *συν(180ο +α-θ)      
 
Σ Fy = 0 => Οy – G - Βα + F*συν(ζ) = 0 => Οy = G + Βα - F*συν(90ο +α-θ) 
                                 

α 

θ Ll

A

O

B
Βα

G

F
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φ 

ω 

ζ 

Υ 

Χ 



Ισορροπία στερεού σώματος στις δύο διαστάσεις
Ασκήσεις



Πυλώνας πακτωμένος στη θέση Α

L

H
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Διάγραμμα ελευθέρου σώματος

σ𝑭𝒙 = 𝟎 ⇒ 𝑨𝒙 + 𝑭𝒄𝒐𝒔 𝜽 = 𝟎 (𝟏)
                                 

෍𝑭𝒚 = 𝟎 ⇒ 𝑨𝒚 + 𝑭𝒄𝒐𝒔 𝟗𝟎𝒐 + 𝜽 = 𝟎 (𝟐)

෍𝑴𝑨 = 𝟎 ⇒ +𝑴+ (𝑭𝒄𝒐𝒔 𝜽 𝚮 + 𝑭𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝑳 = 𝟎 (𝟑)



Στηρίξεις χωρικών (3D) κατασκευών



Ισορροπία στερεού (3D) σώματος



Ισορροπία στερεού (3D) σώματος
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