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Λύσεις θεμάτων εξέτασης Ιανουαρίου  2025 

 

Η στερεά  κατασκευή του σχήματος, αποτελείται από τα μέλη ΑΒ, ΑΓ και ΔΕ συνδεδεμένα με 
αρθρώσεις. To μέλος ΓΑ είναι κάθετο στο μέλος ΑΒ. H εν λόγω κατασκευή, στηρίζεται στην ίδια την 
άρθρωσή της Α και στο συρματόσχοινο ΓΖ, σε τέτοια θέση ώστε το ΑΒ να είναι οριζόντιο. Στο τμήμα  ΕΒ 
υπάρχει βάρος 1000 Κp κατανεμημένο σε τριγωνική μορφή (όπως σχήμα). 

1. Εξετάσετε την ισορροπία όλης 
της κατασκευής και υπολογίσετε στην 
δύναμη του συρματοσχοίνου. 

2. Σχεδιάσετε το διάγραμμα 
ελευθέρου σώματος για το μέλος ΑΓ 
και υπολογίσετε όλες τις δυνάμεις που 
το «στηρίζουν». 

3. Κάνετε το ίδιο και για το μέλος 
ΑΒ. 

4. Κάνετε τα διαγράμματα 
τεμνουσών δυνάμεων και καμπτικών 
ροπών για το μέλος ΑΒ. 
 
θ = Τ*2 + ΠΤ + 12 (μοίρες)  T, ΠΤ: Το 
τελευταίο και προτελευταίο αντίστοιχα  
ψηφίο του αριθμού μητρώου σας. 

ΛΥΣΗ 

 
1. Στο διπλανό σχήμα φαίνεται το ΔΕΣ όλης 

της κατασκευής, η οποία ισορροπεί. Το φορτίο των 
1000 Kp, είναι το ισοδύναμο του κατανεμημένου 
τριγωνικού φορτίου και για την εξέταση της 
στατικής ισορροπίας, εφαρμόζεται στο ΚΒ του 
τριγώνου. Συνεπώς : 

𝛴𝑀௮ = 0 => +1000 ∗
8

3
 

− ቀ𝐹ఙజఘఓ cos ቀ
𝜋

2
− 𝜃ቁቁ ∗ 2 = 0 =>          

𝑭𝝈𝝊𝝆𝝁 =
𝟏𝟑𝟑𝟑

𝒔𝒊𝒏𝜽
     𝑲𝒑  
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2. Στο διπλανό σχήμα φαίνεται το ΔΕΣ του μέλους ΑΓ. Η δύναμη στην 
άρθρωση Δ έχει την διεύθυνση του μέλους ΔΕ, δεδομένου ότι το τελευταίο 
συμπεριφέρεται ως ράβδος.  
 

φ=atan(2/1) => φ=63.4ο  
 

Εξισώσεις ισορροπίας : 
 

𝛴𝑀௮ = 0 => −൫𝐹ఙజఘఓ 𝑠𝑖𝑛 𝜃൯ ∗ 2 + (𝐹௱௲ 𝑠𝑖𝑛 𝜑) ∗ 1 = 0 =>          

𝑭𝜟𝜠 =
𝟐𝟔𝟔𝟔

𝒔𝒊𝒏𝝋
= 𝟐𝟗𝟖𝟏  𝑲𝒑  

𝛴𝐹௫ = 0 => −൫𝐹ఙజఘఓ 𝑠𝑖𝑛 𝜃൯ + (𝐹௱௲ 𝑠𝑖𝑛 𝜑) + 𝐴௫ = 0 =>          

𝑨𝒙 = 𝟏𝟑𝟑𝟑 − 𝟐𝟔𝟔𝟔 = −𝟏𝟑𝟑𝟑  𝑲𝒑  

𝛴𝐹௬ = 0 => −൫𝐹ఙజఘఓ 𝑐𝑜𝑠 𝜃൯ − (𝐹௱௲ 𝑐𝑜𝑠 𝜑) + 𝐴௬ = 0 =>  𝑨𝒚 =
𝟏𝟑𝟑𝟑

𝒕𝒂𝒏𝜽
+ 𝟏𝟒𝟗𝟎 𝑲𝒑           

       
3. Στο διπλανό σχήμα φαίνεται το ΔΕΣ του μέλους ΑB. 

Η δύναμη στην άρθρωση Ε έχει την διεύθυνση του μέλους 
ΔΕ, δεδομένου ότι το τελευταίο συμπεριφέρεται ως 
ράβδος.  

Εξισώσεις ισορροπίας : 

𝛴𝐹௫ = 0 => +𝐴′௫ − 2981𝑠𝑖𝑛𝜑 = 0 =>          

𝑨′𝒙 = 𝟐𝟔𝟔𝟓  𝑲𝒑  

𝛴𝐹௬ = 0 => +𝐴′௬ + 2981𝑐𝑜𝑠𝜑 − 1000 = 0 =>          

𝑨′𝒚 = −𝟑𝟑𝟓  𝑲𝒑  

 

 

 

 

 

 

 

 



4. Διαγράμματα εσωτερικών δυνάμεων και ροπών στο μέλος ΑΒ  

 

Α. Αξονικές δυνάμεις 

Σταθερή (θλιπτική) αξονική δύναμη υπάρχει 
μόνο στο τμήμα AΕ. Το διάγραμμα είναι 
συνεπώς απλό. 

Β. Τέμνουσες δυνάμεις 

Στο τμήμα AΕ δεν υπάρχει κατανεμημένο 
φορτίο, άρα το διάγραμμα είναι αυτό που 
φαίνεται στο σχήμα. 

Τμήμα ΕB 

Η συνάρτηση q(x), η τιμή δηλαδή του 
κατανεμημένου φορτίου σε απόσταση x από την 
αρχή των αξόνων, είναι πρώτου βαθμού : 

q(x) = ax + b 

και ισχύει : 

qE = q(2) = a *2 + b = 0 

qΒ = q(3) = a *3 + b = 2000 Κp/m 

Από την λύση του παραπάνω συστήματος 
εξισώσεων, προκύπτει : 

q(x) = 2000 x – 4000  Kp/m   ( 2m<x<3m ) 

 

𝑑𝑄(𝑥)

𝑑𝑥
= −𝑞(𝑥) = −2000𝑥 + 4000 => 𝑄(𝑥) = න(−2000𝑥 + 4000)𝑑𝑥 + 𝑐 =

= −1000𝑥ଶ + 4000𝑥 + 𝑐 

Ισχύει όμως (οριακή συνθήκη) : QE = Q(3) = 0 Kp 

Οπότε :  
𝑄(3) = 0 = −1000 ∗ 3ଶ + 4000 ∗ 3 + 𝑐 => 𝑐 = −3000 

Οπότε : 

𝑸(𝒙) = −𝟏𝟎𝟎𝟎𝒙𝟐 + 𝟒𝟎𝟎𝟎𝒙 − 𝟑𝟎𝟎𝟎 𝑲𝒑  ( 2m<x<3m ) 

A
BΕ2665 Kp 

q(x)

Διάγραμμα  αξονικών 
Ν(x)

Διάγραμμα  τεμνουσών 

Q(x)

Διάγραμμα  καμπτικών  

Μ(x)

-2665 

-335 Kp-

+1000 

-670 Kpm-

2665 Kp 

335 Kp 

1355 Kp 



Γ. Καμπτικές ροπές 

Στο τμήμα AΕ δεν υπάρχει κατανεμημένο φορτίο, άρα το διάγραμμα είναι αυτό που 
φαίνεται στο σχήμα. 

Tμήμα ΕB 

𝑑𝑀(𝑥)

𝑑𝑥
= 𝑄(𝑥) = −1000𝑥ଶ + 4000𝑥 − 3000 => 

𝑀(𝑥) = න(−1000𝑥ଶ + 4000𝑥 − 3000)𝑑𝑥 + 𝑐 = −
1000

3
𝑥ଷ + 2000𝑥ଶ − 3000𝑥 + 𝑐 

Ισχύει όμως (οριακή συνθήκη) : MB = M(3) = 0 Kpm 

Οπότε :  

𝑀(3) = 0 = −
1000

3
∗ 3ଷ + 2000 ∗ 3ଶ − 3000 ∗ 3 + 𝑐 => 𝑐 = 0 

Οπότε : 

𝑴(𝒙) = −
𝟏𝟎𝟎𝟎

𝟑
𝒙𝟑 + 𝟐𝟎𝟎𝟎𝒙𝟐 − 𝟑𝟎𝟎𝟎𝒙       ( 2m<x<3m ) 

Για να ελέγξομε αν η καμπτική ροπή παρουσιάζει κάποιο ακρότατο στο τμήμα του 
κατανεμημένου φορτίου, υπολογίζομε την παράγωγο της συνάρτησης και βρίσκομε τα σημεία 
μηδενισμού της : 

𝑀ᇱ(𝑥) = −1000𝑥ଶ + 4000𝑥 − 3000 

Οι ρίζες της εξίσωσης M’(x) = 0, είναι : x1 = +3 και x2 = +1.  

Μετά από την ανάλυση αυτή σχεδιάζομε το διάγραμμα όπως φαίνεται στο σχετικό σχήμα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ  

Σώμα μάζας m=200 kgr συγκρατείται στο κεκλιμένο επίπεδο 
κλίσης   θο με την βοήθεια της τριβής και της δύναμης  που επενεργεί σ’ 
αυτό από το συρματόσχοινο.  Το τελευταίο τυλίγεται γύρω από το 
ακίνητο κυλινδρικό σώμα Σ και είναι κατακόρυφο στο άλλο του μέρος.   

Ποια είναι η ελάχιστη δύναμη F (ας την ονομάσομε F1 ) για την οποία το 
σώμα συγκρατείται να μην ολισθήσει προς τα κάτω.  
Ποια είναι η ελάχιστη δύναμη F (ας την ονομάσομε F2 ) για την οποία το 

σώμα αρχίζει να κινείται  προς τα πάνω. 

Βρείτε τις παραπάνω δυνάμεις για δύο περιπτώσεις :  

 Όταν δεν υπάρχει τριβή μεταξύ σχοινιού και του Σ 
 Όταν ο συντελεστής στατικής τριβής μεταξύ σχοινιού και Σ είναι 0.5 

Συντελεστής στατικής τριβής μεταξύ σώματος και κεκλιμένου επιπέδου : μs = 0.2    

 

ΛΥΣΗ 

Εξετάζομε την ισορροπία του σώματος την στιγμή που επίκειται κίνησή 
του προς τα κάτω. Στο διπλανό σχήμα φαίνεται το διάγραμμα ελευθέρου 
σώματος.  

Για την δύναμη της τριβής ισχύει :  

Τ = μs N 

 

Εξισώσεις ισορροπίας : 

ΣFy = 0 => N – mg cos(θ) = 0                         =>                         N =  mg cos(θ) 

ΣFx = 0 => Δ1 +  μs N – mg sin(θ) = 0    =>              Δ1 = mg [sin(θ) - μs cos(θ)]                  

 

Όταν «επίκειται» κίνηση προς τα πάνω, οι δυνάμεις που 
επενεργούν στο σώμα είναι αυτές που φαίνονται στο σχήμα. Για την 
δύναμη της τριβής ισχύει η ίδια ως άνω σχέση.  

Εξισώσεις ισορροπίας : 

 

ΣFy = 0 => N – mg cos(θ) = 0              =>                         N =  mg cos(θ)                                      

ΣFx = 0 => Δ2 -  μs N – mg sin(θ) = 0    =>              Δ2 = mg [sin(θ) + μs cos(θ)]                    

 

mg 
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T 
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Y θ     X 

N Δ 
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m
F θo    
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Η δύναμη Δ επενεργεί στο σώμα με την βοήθεια του 
συρματοσχοίνου. Στο διπλανό σχήμα φαίνονται οι δυνάμεις στο 
συρματόσχοινο στις δυό μεριές του κυλινδρικού σώματος Σ.  

Η γωνία τύλιξης είναι π – φ = π – (π/2-θ) = π/2+θ.    Γιατί; 

Αν δεν υπάρχει τριβή μεταξύ συρματοσχοίνου και Σ τότε Δ=F. 

Αν υπάρχει τριβή τότε : 

𝛥ଵ = 𝐹ଵ𝑒଴.ଶ(
గ
ଶ

ାఏ) 

Και  

𝐹ଶ = 𝛥ଶ𝑒଴.ଶ(
గ
ଶ

ାఏ) 

ΘΕΜΑ  

 

 

 

  

  

 

Το δικτύωμα του σχήματος είναι απολύτως συμμετρικό και έχει όλες τις οριζόντιες ράβδους 
ισομήκεις.  Υπολογίσετε τη δύναμη  με την οποία καταπονείται κάθε μια από τις ράβδους 
1,2,10,11.  

Λύση 

1. Προσδιορίζω τις αντιδράσεις στις στηρίξεις, εξετάζοντας την ισορροπία ολοκλήρου του 
δικτυώματος.  

Στο σχήμα που ακολουθεί, φαίνεται το Δ.Ε.Σ. ολοκλήρου του δικτυώματος.   
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Εξισώσεις ισορροπίας : 

𝛴𝛭௮ = 0 => −300 ൬
5𝐿

6
൰ + 𝐻𝐿 = 0 => 𝑯 = 𝟐𝟓𝟎𝑲𝒑 

𝛴𝐹௫ = 0 =>                                                     𝑨𝒙 = 𝟎 

𝛴𝐹௬ = 0 => +𝐴௬ + 𝐻 − 300 = 0 =>    𝑨𝒚 = 𝟓𝟎 𝑲𝒑 

2. Εξετάζω την ισορροπία των κόμβων Α και Η για να υπολογίσω τις ζητούμενες δυνάμεις.  

Για την γωνία φ ισχύει : tan(𝜑) =
ଶହ௖௠

௅/଺
  

Θεωρώ τις άγνωστες δυνάμεις των ράβδων εφελκυστικές. 

Κόμβος Α 

ΣFy = 0  => +50 + F1 cos(90ο - φ)   = 0 => F1 = -50/sin(φ)  (θλιπτική) 

 ΣFx = 0  => + F2 + F1 cos(φ)  = 0 => F2 = +50/tan(φ)   (εφελκυστική) 

 

Κόμβος Η 

ΣFy = 0  => +250 + F11 cos(90ο - φ)   = 0 => F11 = -250/sin(φ)  (θλιπτική) 

ΣFx = 0  => + F10 + F11 cos(180ο- φ) = 0 => F10 = +250/tan(φ)(εφελκυστική 

 

 

ΘΕΜΑ 4ο  

Ομογενής τριγωνική πλάκα ΟΑΒ, 
βάρους 1000 Κp, στηρίζεται στην 
σφαιρική άρθρωση Ο και ισορροπεί στο 
οριζόντιο επίπεδο ΧΥ υπό την επενέργεια 
των δυνάμεων F1, F2 και  F3 που είναι 
παράλληλες στους άξονες Ζ, Χ και Υ 
αντίστοιχα.  

Η δύναμη F2 επενεργεί στην κορυφή Δ 
του  αβαρούς  στύλου  ΓΔ που είναι 
πακτωμένος και κάθετος στην  πλάκα, στο 
μέσο Γ της πλευράς ΑΒ.  

1. Βρείτε τις ροπές κάθε μιας από τις 
δυνάμεις που επενεργούν πάνω στην 
κατασκευή «πλάκα – στύλος», ως προς το 
σημείο Ο και αθροίστε τις ως διανύσματα 

F1 50 Kp 

F2 φ 

A 

F11 

φ 
A 

F10 

   250 Κp 
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Β 
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X 

Z 

F1 

F2 

F3 



ώστε να υπολογίσετε τις δυνάμεις F1, F2 και F3. 
2. Υπολογίστε στην συνέχεια, χρησιμοποιώντας την ισορροπία των δυνάμεων που επενεργούν στην 

κατασκευή, την δύναμη (ως διάνυσμα) στην άρθρωση Ο. 

Δίδονται : Α : (1,1,0), Β : (-1,1, 0), Δ : (0,1,1) 

ΛΥΣΗ 

 

Στο διπλανό σχήμα φαίνεται το Δ.Ε.Σ. 
«πλάκα». Η σφαιρική άρθρωση συγκρατεί την 
πλάκα με δύναμη της οποίας φαίνονται οι 
ορθογώνιες συνιστώσες. Το βάρος W της 
πλάκας εφαρμόζεται στο κέντρο βάρους Κ, οι 
συντεταγμένες του οποίου είναι : (0, 2/3,0). 

1. Τα διανύσματα θέσης 𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ⃗  , 𝛰𝛣ሬሬሬሬሬ⃗  , 𝛰𝛥ሬሬሬሬሬ⃗  , 
𝛰𝛫ሬሬሬሬሬሬ⃗   που χρειαζόμαστε για τον υπολογισμό 
των ροπών των δυνάμεων ως προς το O, 
είναι : 

𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ⃗ = (+1, +1,   0) 
𝛰𝛣ሬሬሬሬሬ⃗ = (−1, +1,   0) 
𝛰𝛥ሬሬሬሬሬ⃗ = (    0, +1, +1) 

𝛰𝛫ሬሬሬሬሬሬ⃗ = (   0, +
2

3
,   0) 

 

Οι   ροπές   των δυνάμεων    𝐹ଵ
ሬሬሬ⃗ ,  𝐹ଶ

ሬሬሬ⃗ ,  𝐹ଷ
ሬሬሬ⃗ ,  𝑊ሬሬሬ⃗ ,  ως προς το Ο, είναι αντίστοιχα : 

𝜧𝟏
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = ቮ

𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗

1
0

1 0
0 𝐹ଵ

ቮ                =            𝐹ଵ  ଙ⃗         − 𝐹ଵ ଚ⃗ + 0 𝒌ሬሬ⃗  

𝜧𝟐
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = ቮ

𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗

0
𝐹ଶ

1 1
0 0

ቮ                =             0  ଙ⃗          + 𝐹ଶ ଚ⃗ − 𝐹ଶ 𝒌ሬሬ⃗  

𝜧𝟑
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = ቮ

𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗

−1
0

1 0
𝐹ଷ 0

ቮ              =           0  ଙ⃗             + 0 ଚ⃗ − 𝐹ଷ 𝒌ሬሬ⃗  

𝜧𝒘
ሬሬሬሬሬሬ⃗ = ቮ

𝚤 𝚥     𝑘ሬ⃗

0
0

2/3 0

    0     −1000

ቮ =(−667𝐾𝑝𝑚)  ଙ⃗ + 0 ଚ⃗ + 0 𝒌ሬሬ⃗  

Η πλάκα ισορροπεί, συνεπώς : 

෍ 𝛭ሬሬ⃗ = 0 => (𝐹ଵ − 667𝐾𝑝𝑚) ଙ⃗ + (−𝐹ଵ + 𝐹ଶ)ଚ⃗ + (−𝐹ଶ − 𝐹ଷ)𝒌ሬሬ⃗ = 0 
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Άρα : 

𝐹ଵ − 667𝐾𝑝 = 0 

−𝐹ଵ + 𝐹ଶ = 0  

−𝐹ଶ − 𝐹ଷ = 0 

Οπότε : 

𝑭𝟏 = 𝟔𝟔𝟕𝑲𝒑 , 𝑭𝟐 = 𝟔𝟔𝟕𝑲𝒑 , 𝑭𝟑 = −𝟔𝟔𝟕𝑲𝒑 

2. Ισορροπία των δυνάμεων : 

∑ 𝐹௫ = 0 , ∑ 𝐹௬ = 0, ∑ 𝐹௭ = 0     => 

 𝑂௫ +  𝐹ଶ  = 0          =>                               𝑶𝒙 =  − 𝟔𝟔𝟕 𝑲𝒑        

𝑂௬ +  𝐹ଷ  = 0         =>                                𝑶𝒚 =  + 𝟔𝟔𝟕 𝑲𝒑    

𝑂௭ +  𝐹ଵ − 𝑊 = 0 =>                                𝑶𝒛 =  + 𝟑𝟑𝟑 𝑲𝒑   

Οπότε, η δύναμη στην άρθρωση ως διάνυσμα, είναι :  

𝑭𝟎
ሬሬሬሬ⃗ = (−667𝐾𝑝) ଙ⃗ + (+667𝐾𝑝)ଚ⃗ + (+333𝐾𝑝)𝒌ሬሬ⃗ = 𝟏𝟎𝟎𝟎𝑲𝒑(

−667

1000
ଙ⃗ +

+667

1000
ଚ⃗ +

+333

1000
𝒌ሬሬ⃗ ) 

… έκφραση στην οποία φαίνεται τόσο το μέτρο της (1000 Κp) όσο και τα συνημίτονα κατεύθυνσής της. 


