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Λύσεις Ασκήσεων 

1) α) Είναι 𝑈 ൌ ൥
1 ൅ 1 1 ൅ 2 1 ൅ 3
2 ൅ 1 2 ൅ 2 2 ൅ 3
3 ൅ 1 3 ൅ 2 3 ൅ 3

൩ ൌ ൥
2 3 4
3 4 5
4 5 6

൩ και 

𝑉 ൌ ቎
ሺെ1ሻଵାଵ ሺെ1ሻଵାଶ ሺെ1ሻଵାଷ

ሺെ1ሻଶାଵ ሺെ1ሻଶାଶ ሺെ1ሻଶାଷ

ሺെ1ሻଷାଵ ሺെ1ሻଷାଶ ሺെ1ሻଷାଷ
቏ ൌ ൥

1 െ1 1
െ1 1 െ1

1 െ1 1
൩ από υπόθεση. Καθώς είναι τετραγωνικοί 

πίνακες της ίδιας διάστασης δεν υπάρχει πρόβλημα με τα γινόμενα 𝑈 ∙ 𝑉, 𝑉 ∙ 𝑈 . Έτσι: 

𝑈 ∙ 𝑉 ൌ ൥
3 െ3 3
4 െ4 4
5 െ5 5

൩ ενώ 𝑉 ∙ 𝑈 ൌ ൥
3 4 5

െ3 െ4 െ5
3 4 5

൩  δηλαδή έχουμε ότι ሺ𝑈 ∙ 𝑉ሻఁ ൌ 𝑉 ∙ 𝑈.  

 

 

Τέλος 𝑈 ∙ 𝑉 ൅  𝑉 ∙ 𝑈 ൌ ൥
6 1 8
1 െ8 െ1
8 െ1 10

൩. 

 

β)  Είναι:  ሺ𝛢 ൅ 𝛣ሻ𝛢ିଵሺ𝛢 െ 𝛣ሻ ൌ ሺ𝛢𝛢ିଵ ൅ 𝛣𝛢ିଵሻሺ𝛢 െ 𝛣ሻ ൌ ሺ𝕀 ൅ 𝛣𝛢ିଵሻሺ𝛢 െ 𝛣ሻ ൌ 

  ൌ ሺ𝛢 െ 𝛣ሻ ൅ 𝛣𝛢ିଵ𝛢 െ 𝛣𝛢ିଵ𝛣 ൌ 𝛢 െ 𝛣 ൅ 𝛣𝕀 െ 𝛣𝛢ିଵ𝛣 ൌ 𝛢 െ 𝛣𝛢ିଵ𝛣.  (1) 
  Επίσης: ሺ𝛢 െ 𝛣ሻ𝛢ିଵሺ𝛢 ൅ 𝛣ሻ ൌ ሺ𝛢𝛢ିଵ െ 𝛣𝛢ିଵሻሺ𝛢 ൅ 𝛣ሻ ൌ ሺ𝕀 െ 𝛣𝛢ିଵሻሺ𝛢 ൅ 𝛣ሻ ൌ 

  ൌ ሺ𝛢 ൅ 𝛣ሻ െ 𝛣𝛢ିଵ𝛢 െ 𝛣𝛢ିଵ𝛣 ൌ 𝛢 ൅ 𝛣 െ 𝛣𝕀 െ 𝛣𝛢ିଵ𝛣 ൌ 𝛢 െ 𝛣𝛢ିଵ𝛣. (2) 

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει το ζητούμενο. 

2) α) detሺ𝐴ሻ ൌ ቚ1 1
2 1

ቚ ൌ 1 ⋅ 1 െ 2 ⋅ 1 ൌ 1 െ 2 ൌ െ1 

β) Από τη στιγμή που δείξαμε ότι detሺ𝐴ሻ ൌ െ1 ് 0 ο πίνακας 𝐴 είναι αντιστρέψιμος και ο αντίστροφός 

του δίνεται από: 𝐴ିଵ ൌ ଵ

ିଵ
ቂ 1 െ1
െ2 1

ቃ ൌ ቂെ1 1
2 െ1

ቃ . 

γ)  𝛢ଶ ൌ  𝐴 ∙ 𝐴 ൌ ቂ1 1
2 1

ቃ ∙ ቂ1 1
2 1

ቃ ൌ ቂ1 ൅ 2 1 ൅ 1
2 ൅ 2 2 ൅ 1

ቃ ൌ ቂ3 2
4 3

ቃ επομένως: 

detሺ𝛢ଶሻ ൌ ቚ3 2
4 3

ቚ ൌ 3 ⋅ 3 െ 2 ⋅ 4 ൌ 9 െ 8 ൌ 1. Παρατηρούμε ότι detሺ𝛢ଶሻ ൌ 1 ൌ ሺെ1ሻଶ ൌ ሺdetሺ𝐴ሻሻଶ. 

3)  Από τον ορισμό του συμμετρικού πίνακα έχουμε ότι: 𝐴ఁ ൌ  ൥
1 4 0

െ1 െ7 6
3 െ5 2

൩. Ορίζουμε τους ακόλουθους 

πίνακες: 𝐴 ൅ 𝐴ఁκαι 𝐴 െ 𝐴ఁ, οπότε είναι: 

𝐴 ൅ 𝐴ఁ ൌ  ൥
1 െ1 3
4 െ7 െ5
0 6 2

൩ ൅  ൥
1 4 0

െ1 െ7 6
3 െ5 2

൩ ൌ  ൥
2 3 3
3 െ14 1
3 1 4

൩ ⇒ 𝐴 ൅ 𝐴ఁ ൌ ൥
2 3 3
3 െ14 1
3 1 4

൩ 

𝐴 െ 𝐴ఁ ൌ  ൥
1 െ1 3
4 െ7 െ5
0 6 2

൩ െ  ൥
1 4 0

െ1 െ7 6
3 െ5 2

൩ ൌ  ൥
0 െ5 3
5 0 െ11

െ3 11 0
൩ ⇒ 𝐴 െ 𝐴ఁ ൌ ൥

0 െ5 3
5 0 െ11

െ3 11 0
൩ 

    Δηλαδή ο πίνακας 𝐴 ൅ 𝐴ఁ είναι συμμετρικός, ενώ ο πίνακας 𝐴 െ 𝐴ఁ είναι αντισυμμετρικός. Επίσης: 

 
ଵ

ଶ
ሺ𝐴 ൅ 𝐴ఁሻ ൅ ଵ

ଶ
ሺ𝐴 െ 𝐴ఁሻ ൌ  ଵ

ଶ
 𝐴 ൅ ଵ

ଶ
 𝐴ఁ ൅ ଵ

ଶ
 𝐴 െ ଵ

ଶ
 𝐴ఁ= 𝐴. 
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4)  α) Ο πίνακας 𝐴 είναι ενελικτικός σημαίνει ότι 𝛢ଶ ൌ 𝕀௡ και τότε: 

    ሺ𝕀௡ െ 𝛢ሻሺ𝕀௡ ൅ 𝛢ሻ ൌ 𝕀௡ ൅ 𝛢 െ 𝛢 െ 𝛢ଶ ൌ 𝕀௡ െ 𝕀௡ ൌ 𝕆 . 

Επίσης αν ሺ𝕀௡ െ 𝛢ሻሺ𝕀௡ ൅ 𝛢ሻ ൌ 𝕆 ⇒ 𝕀௡ ൅ 𝛢 െ 𝛢 െ 𝛢ଶ ൌ 𝕆 ⇒ 𝕀௡ െ 𝛢ଶ ൌ 𝕆 ⇒ 𝛢ଶ ൌ 𝕀௡. 

Δηλαδή ο πίνακας 𝐴 είναι ενελικτικός. 

β) Είναι ቄ ଵ
ଶ

ሺ𝕀௡ ൅ 𝛢ሻቅ
ଶ

ൌ ଵ

ସ
ሺ𝕀௡ ൅ 𝛢ሻଶ ൌ ଵ

ସ
ሺ𝕀௡ ൅ 𝛢ሻሺ𝕀௡ ൅ 𝛢ሻ ൌ ଵ

ସ
ሺ𝕀௡ ൅ 𝛢 ൅ 𝛢 ൅ 𝛢ଶሻ ൌ 

  ൌ ଵ

ସ
ሺ𝕀௡ ൅ 𝛢 ൅ 𝛢 ൅ 𝕀௡ሻ ൌ ଵ

ସ
ሺ2𝕀௡ ൅ 2𝛢ሻ ൌ ଶ

ସ
ሺ𝕀௡ ൅ 𝛢ሻ ൌ  ଵ

ଶ
ሺ𝕀௡ ൅ 𝛢ሻ . 

Ομοίως ቄ ଵ
ଶ

ሺ𝕀௡ െ 𝛢ሻቅ
ଶ

ൌ ଵ

ସ
ሺ𝕀௡ െ 𝛢ሻଶ ൌ ଵ

ସ
ሺ𝕀௡ െ 𝛢ሻሺ𝕀௡ െ 𝛢ሻ ൌ ଵ

ସ
ሺ𝕀௡ െ 𝛢 െ 𝛢 ൅ 𝛢ଶሻ ൌ 

  ൌ ଵ

ସ
ሺ𝕀௡ െ 𝛢 െ 𝛢 ൅ 𝕀௡ሻ ൌ ଵ

ସ
ሺ2𝕀௡ െ 2𝛢ሻ ൌ ଶ

ସ
ሺ𝕀௡ െ 𝛢ሻ ൌ  ଵ

ଶ
ሺ𝕀௡ െ 𝛢ሻ . 

 


